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PREFÁCIO 



Êste livro reflete a experiência que adquirimos na 
Dntifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro, nos 
rês últimos anos, sobre o ensino da álgebra linear para 
3 alunos dos ciclos básicos dos centros tecnico-científ i 
os em nossas univers idade s . 

A matéria aqui tratada é assunto do segundo curso 
9 álgebra linear com a duração de um semestre, reunindo- 
se três horas por semana, para aulas teóricas e uma hora 
xtra para exercícios. 

Queremos deixar bem claro que não se trata de um 
ratado de álgebra linear, ou de um curso completo desti- 
ado a bacharéis em matemática. Êle retrata fielraente, es 
éramos, o que a experiência mostrou ser possível ensinar 
alunos destinados às ciências básicas (matemática, físi_ 
a e química) ou às engenharias, A fim de tornar o livro 
ais completo e unificado foram incluidos alguns tópicos 
m geral não cobertos no curso. 0 livro é auto-suficiente, 
om a exceção de alguns resultados básicos da teoria dos 
eterminantes e familiaridade com matrizes. 

Os pre-requisitos para o livro são cobertos no pri. 
eiro curso de álgebra linear, que tem também a duração de 
m semestre: os espaços R n , o cálculo matricial, a teoria 
os sistemas lineares. 

Praticamente todos os colegas do Departamento de 
atemática da PUC participaram da confecção deste livro, 
om sugestões, ideias e encorajamento. Desejo ressaltar, 
articularmente , a colaboração daqueles junto com os quais 
ecionei, durante vários semestres, êste curso: Israel 
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Vaisenchaer, Jair Koiller, João Cândido Portinari, José 
Carlos de Souza Kiihl. Muitos dos exercícios incluídos nc 
capitulo JTinal foram propostos por eles em exames ou tes- 
tes, cabendo aqui agradecer a permissão para usá-los. 

Agradeço ao Prof . Elon Lages Lima o convite para 
publicar este livro pelo Instituto de Matemática Pura e 
Aplicada . 

Uma primeira versão do livro foi usada na PUC, con 
sucesso. Queremos externar nossa gratidão a Tânia Regina 
Vieira d»ávila que conseguiu, em pouco tempo, decifrar o 
manuscrito original e datilografá-lo rápida e competente- 
mente. Wilson Góes, com sua costumeira eficiência, dati- 
lografou a versão definitiva, pelo que deixo aqui meus a— 
grade cimen tos . 

Rio de Janeiro, julho de 1971 

João Pitombeira de Carvalho 

Departamento de Matemática 
Pontifícia Universidade Católica do 
Rio de Janeiro 



APRESENTAÇÃO 



Embora este seja um livro sem nehuma novidade revo 
lucionária, achamos conveniente àpresentar algumas pala- 
vras de explicação e justificação. 

Em primeiro lugar, trata-se de um livro elementar. 
Atualmente os cursos de Álgebra Linear começam a ser da- 
dos em quase todos os cursos básicos de nossas universida. 
des aos alunos destinados às engenharias e ciências. Como, 
em muitos casos , esta matéria é ensinada aos alunos logo 
no primeiro ano do curso, e necessário evitar a tentaçao 
de querer ensinar-lhes, em pouco tempo, aquilo que ainda 
não estão em condições de assimilar. Por isso, nada de teo 
ria dos polinómios ou formas canônicas, que devem vir, pa 
ra os alunos de fato interessados em Matemática, num está 
gio posterior-. É necessário manter, durante todo este cur 
so introdutório, urçia base geométrica e intuitiva. Achamos 
mesmo que, neste estágio, é às vezes bem mais eficiente 
descrever geomètricalnente um teorema e fazer alguns exem- 
plos do que se preocupar com a compreensão perfeita de sua 
demonstração formal. Um caso txpico é o processo de Gram- 
Schmidt, fácil de vizualização e de aplicaçao mas para o 
qual os alunos, em geral, não percebem a necessidade de 
uma demonstração correta. 

Tratamos, exclusivamente, de espaços vetoriais de 
dimensão finita. Por isso, base, para nós, é base finita. 

A idéia de apresentar a noção de dependencia e independen 
cia linear em termos .de equações vetoriais com soluçoes 
escalares tem funcionado muito bem na prática (agradecemos 
essa sugestão a Henrique Browne). 
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Concordamos plenamente com a ideia de S. Lang, ex- 
pressa em seu livro " Linear Álgebra”, de que, em um pri- 
meiro curso, os corpos considerados devem ser corpos numé- 
ricos, i . e . , sub-corpos dos números complexos. Assim, nes 
te livro, corpo quer sempre dizer corpo numérico. 

Achamos o segundo capítulo importantíssimo. Em pri_ 
meiro lugar, ataca um. tépico difícil, a noção de função 
ou transformação e que não deve ser abordada dentro de um 
espírito de rigor logico e formal: as definições básicas 
devem ser apresentadas simplesmente, limitadas ao mínimo 
indispensável e seguidas de inúmeros exemplos. Convém fri 
zar que a maioria dos alunos so encontrou até aqui fun- 
ções reais de uma variável real. 

A segunda parte deste capítulo serve de preparação 
e motivação para • tudo o que vem depois. Algumas' vezes, 
quando o curso foi dado sem esta parte, notou-se que os 
alunos dificilmente se habituaram ao conceito de transfor 
mação linear e eram incapazes de apresentar exemplos con- r 
eretos, geométricos, como cisalhamentos , dilatações, etc. 
Uma experiência também feita com sucesso foi dar em prima 
ro lugar o capítulo 2, e somente em seguida estudar ò ca- 
pítulo 1. 

Do posse dos conceitos do segundo capítulo, é fácil 
motivar o estudo das transformações lineares ; em alguns 
casos, as demonstrações apresentadas no capítulo 3 são sixr 
pies repetições do que foi feito rio capitulo 2. Demos grai 
de ênfase ao teorema do núcleo e da imagem, que pode ser 
aplicado com sucesso para um estudo completo e geométrico 
dos sistemas lineares. 0 método aqui empregado, usando as 
colunas da matriz do sistema foi preferido por seu conteú 
do extremamente geométrico. Da mesma maneira, quando tra- 
tamos das transformações lineares inversíveis, embora de- 
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mos demonstrações (desenvolvidas ou propostas como exerci 
cios) usando o teorema do núcleo e da imagem, voltamos a 
apresentar os mesmos teoremas com demonstrações geométri- 
cas . 

Ao tratar os produtos internos , o objetivo foi che. 
gar o mais rápido possível ao teorema de representação dos 
funcionais lineares, para o qual sao também dadas duas de. 
monstrações, uma delas de caráter bem geométrico. Sempre 
que possível, consideramos os espaços vetoriais sobre um 
corpo numérico K, que pode ser o corpo real ou complexo. 
Nesta parte e na seguinte, que trata da definição de adjun 
ta de uma transformação linear, é essencial apresentar e- 
xemplos concretos, fazer contas. Aliás, um outro princi- 
pio básico por trás de todo o livro e que a compreensão 
de um teorema sé pode ser testada por sua aplicaçao a 
exemplos. Isso tem a vantagem extra de exigir um bom domí 
nio da teoria dos sistemas lineares, visto que quase to- 
dos os cálculos de álgebra linear recaem na solução de um 
tal sistema. 

Podemos agora passar para a parte seguinte do li- 
vro, que é um coroamento de tudo o que foi feito antes. 
Geralmente, em nosso curso, nos limitamos a cobrir os 
§5.1 e 5.2, culminando com o teorema espectral para trans 
formações auto-adjuntas. Em alguns casos, dependendo do 
nível da turma e da disponibilidade de tempo, foi possível 
abordar as transformações unitárias e normais ou as for- 
mas quadráticas. Achamos que estes tépicos apresentam a 
transição entre o presente curso e um curso mais avançado: 
talvez somente apos um estudo das formas canônicas verá o 
aluno o interesse em caracterizar as transformações diago. 
nalizáveis em base ortonormal. 
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Estas notas foram, naturalmente , muito influencia- 
das pelos livros onde primeiro estudamos o assunto: 
Birklioff and MacLane, "A Survey of Modern Álgebra" ; E.L. 
Lima, "Cálculo Tensorial"; Gelfand, "Linear Álgebra"; 

P.R. Halmos , "Finite Dimensional Vector Spaces". O curso 
de álgebra linear da PUC do Rio de Janeiro no qual este 
livro se baseou foi originalmente estruturado segundo o 
livro "Linear Álgebra" de S. Lang o qual também, por isso, 
nos influenciou, ditando a ordem geral da apresentação dos 
assuntos . 

Apresentamos, agora, o currículo que temos em ge- 
ral seguido em nosso curso de aproximadamente 45 horas de ^ 
aulas teóricas e umas 12 horas de exercícios: Capítulo 1: 
§§ 1,1, 1.2, 1.3, 1*4 e 1.5; Capítulo 2: §§ 2.1 e 2.2; 
Capítulo 3*. '§§ 3.1, 3.2 e 3 . 3 5 Capítulo 4: §§ 4.1, 4.2 e 
4.3; Capítulo 5 ! . §§ 3*1 e 5*2. 

Algumas vezes, no livro, um conceito novo e primei 
ro definido em casos particulares, e somente posteriormen 
te definido em toda sua generalidade. Por vezes, apresen- 
tamos uma definição em exercícios ou exemplos, antes de 
dá-la formalmente ijo texto, ou repetimos uma definição, a 
fim de torná-la mais familiar. 

Gostaríamos que críticas, sugestões e comunicações 
de erros ou enganos nos fossem enviados por todos os que 
usarem este livro. 
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Ao estudante 



Os exercícios e exemplos intercalados no texto do 
li vro fazem parte integrante do curso . Caso você tente es 
tudar somente a teoria verá que em pouco tempo o assunto 
se tornara mais e mais difícil, ate ser impossível assimi 
lá-lo. Resolva os exercícios à medida que for estudando. 
Se, de repente, você não e capaz de resolver a maior par- 
te dos exercícios propostos, aconselhamos que volte atrás 
e faça uma revisão cuidadosa dos exercícios passados, da 
teoria e dos exemplos, Um esforço considerável foi feito 
para colocar os exercícios e exemplos no local apropriado, 
de maneira a que se integrem naturalmente no texto. 

No fim do livro, encontra-se um capítulo de exercí 
cios e problemas propostos em testes e exames, muitos deles 
do tipo múltipla escolha. 
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CAPÍTULO 1 
ESPAÇOS VETORIAIS 

1.1 - Corpos Numéricos 

No cálculo, estudamos funções reais de uma variá- 
vel real ou seja, funções cujo domínio é o conjunto dos 
números reais (ou um subconjunto do mesmo) e cujo contra- 
domínio é também o conjunto dos reais. No entanto, antes 

de passarmos a .estudar as propriedades importantes das 

1 ' 

funções (continuidade , derivabilidad© , etc.) e a trabalhar 
com estas é necessário ver algumas das propriedades dos 
números reais. Mas nâo devemos perder de vista o fato de 
que o interessante sâo as funções. Uma situaçao análoga 
se nos depara em álgebra linear: os objetos realmente im 1 - 
portantes sâo as transformações lineares, um tipo particu 
lar de funções cujos domínios e contradomínios sâo conjun 
tos dotados de uma estrutura extremamente importante: os 
espaços vetoriais. Vamos, portanto, inicialmente, estudar 
as propriedades básicas dos espaços vetoriais. Antes de dc^ 
finir um espaço vetorial e necessário dizer o que e um 
corpo numérico : e um subconjunto K dos numeros comple— 
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xos fechado em relação às operações elementares; isto é, 
se efetuarmos somas, subtrações, produtos e divisões (com 
divisor diferente de zero) com elementos de um corpo K 
obteremos sempre um elemento de K. Xsto pode ser tornado 
mais preciso como segue: 

DEFXNIÇãO 1.1.1 - Um corpo K e um subconjunto dos núme- 
ros complexos tal que: 

1) V-x,y £ K, então x+y £ K e x.y £ K; 

2 ) os números 0 e 1 sâo elementos de K; 

3) V x Ç K, então -x £ IU; 

4) V- X £ K, com x / O, então l/x £ 

Obviamente, como os elementos de K são números comple- 
xos, eles gozam das seguintes propriedades* 

5 ) a associatividade : Vx,y,z £ K, então x + (y+z) * 

* (x+y) + z, x(yz) = (xy)z. 

6 ) a comutatividade : Vx,y,z £ K, temos que x+y = y+x 
e xy = yx 

7 ) a distributividade : Y-x,y,z £ K, vem que (x+y)z = xz 
+ yz 

EXERCÍCIOS 

1.1.2: Um subconjunto finito dos números complexos pode 
formar um corpo? 

1.1.3: Decida, em cada um dos casos abaixo, se o subcon- 
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junto dado dos complexos forma ou nâo um corpo* 

a) o conjunto R dos números reais 

b) o conjunto Q dos números racionais 

c) o conjunto C dos números complexos 

d) o subconjunto dos números complexos formado pelos 
"imaginários puros" 

e) o conjunto Z dos números inteiros. 

1.1.4* Mostre que, em um corpo K, vale a "lei do cance- 
lamento": se x ,y , z £ K e y ^ 0 então xy « zy 
acarreta que x = z. 

1.1.5* Demonstre que o conjunto dos números da forma 
i a + b/2, com a e b racionais é um corpo. 

1.1.6: Verifique se o conjunto N(*/2) = {n^+ng ^K- n 2« 
£ Z} e um corpo. Que axiomas são violados? 

1.2 - Espaços Vetoriais 

DEFINIÇ&O 1.2.1 - Um conjunto nâo vazio V e ura espago 

vetorial sobre um corpo K se: 

1) Existe em V uma operação que a todo par de elementos 
u,v £ V associa um terceiro elemento de V chamado a 

"soma"" de u com v e denotado por u+v . 

2) Existe uma operação que a todo x 6 K e a todo v £ V 
associa um elemrmto de V chamado o "produto" de v 



por x e denotado por x.v e estas operaçoès satisfazem 
os axiomas * • 

VI ) ¥ u,v € V então u+v o v+u (corautatividade da adi 
■ ção de vetores) . 

V2 ) Vu, v,w Ç Vi então (u+v) + w = u + (v+w) (associa - 
tividade da adição de vetores) 

V3) \f t x,y £ K t Vv Ç V, então x(yv) » (xy)v 
V4)Vx,y€ K, ¥ v £ V, temos que (x+y)v = xv + yv. >" 

V5) Vu, v 6 V, \j- x £ ’K, x(u+v) = xu + xv 

V6) Existe em ' V um elemento chamado " vetoí^ -zero 11 de-’ 

; notado por 0 e tal que ¥ v £ V, Q+v. s v+0 = v 
V7) Vv € V, 1 * V a V ' 

V8) ^"v € V, e.xiste u Ç V tal que u+v b v+u «0. 

Observação sobre os axiomas : Os axiomas Vl) , V2), V6) e '[ y 

V8) dizem respeito somente à 
operaçao de adiçao de vetores. Dos outros axiomas, V4) e 
V5) relacionam a adição de vetores com a operação de pro- 
duto por um número, enquanto V3) e,V7) referem-se a esta 
última operação. 

Os elementos de V são chamados de vetores e os 
elementos do corpo K de e scalares . 

EXEMPLO 

1.2.2: Seja R 2 = { (x^Xg) t.q. x^Xg € R J » isto ® » 
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o conjunto de pares ordenados de números reais. Definire- 
mos a adição de dois\ elementos u = (x^Xg) e v - (^1*^2^ 

2 • ’ i / v ‘ 1 • ; " . í ' •• 

de R como segue, 

u+v = (x lt x 2 ) + “ ^ x l +y l* X 2 +y 2^ * 

Se r e um numero real e - u = (x^ ,x 2 ) , então de- 
' finimos - 1 . v ■ '*"■ ‘ 

ru = r(x. lt x 2 ) = (rx 1 ,rx 2 ) ’ * . > ' 

Com estas operações, R 2 e um espaço vetorial so- 
bre R, como mostraremos, em parte , abaixo *' O restante., da v 

demonstração e deixado comò exercício • Vó/. ». ‘ 

■ ’• . V \ ' ; "•* , 

1) Existência do vetor zero: o par O » (0,Ò) v e tal cjue 

se u = (x 1 ,x 2 ) t então ix+O (x^x 2 ) + (0,0) = : s *7‘ 

= (xj.+Oj x 2 +0) = (0+x lt 0+x 2 ) = (0,0),+ (x 1 ,x 2 ) - 0+u = 

■ u - , ■* . 

2) Sô u = (x 1# x 2 ) , então l»u =* l(x^,x 2 ) = u. 

as exercícios ' ' • i • ’• 

2 

‘1*2.3: Sè • u ss (l,2) e v = ( 3 , -l) são elementos de R , 

X . • qual o vetor u+v? u-3v? » 2u-7v? Desenhe, em papel 

quadriculado, esses vetores. 1 >’ - > 

, 1.2.4: Que valores devemos atribuir aos números a e b 
para que (3»^) = a(l»2) + b(3,-l)? 

1.2*5: Desenhe, em uma folha de papel quadriculado, os ve. 
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tores da forma (2,4) + t(3,-l), onde t £ Ri 

1.2.6: Se definirmos em V = { (x^x^) t,q». x i > x 2 € R] 

as seguintes operações: (x^Xg) + = 

= (O, O) e r(x^,Xg) = (0,0), verifique se V é um espa- 
ço vetorial sobre R. Que axiomas são violados? quais são 

/ ' 

satisfeitos? 

1.2.7: Considere V = {(x^Xg) t.q. x lf x 2 £ R} e se 

u = (xj^x^), v =s ( yi ,y 2 ) são elementos de V, 
ponha, u+v =s ( x 1 +y 1 » x 2 +y 2^* r,u K = (°»°) ® 

-u = (-x^,-x 2 ). Será V um espaço vetorial com estas o- 
perações? Que axiomas são violados? 

1,2.8: Um espaço vetorial sobre um corpo K pode ter um ^ 
número finito de elementos? 

1.2,9: Interprete geometricamente o Exemplo 1,2. 2. 

1,2,10: Seja R n = { (x^»x 2 , ...^x^) | x^£R , i=l,2,i, ,,n} e se 

u = ( x !» x 2» * * * » x n ) » v “ ( y l» y 2 y n ) * r $ R » 

defina u+v = (x 1 ,x 2 , . , . ,x n ) + (y x >Y Z > • » i fY n ) = 

■ ( x i +y i» x 2 +y 2* * * * ,x n +y n^ 9 ru - = r ( x i» x 2 * ’ * * *' X p) = 

■ (rx lf rXg, . . . ,rx n ) . Prove que com estas operações R n é 

um espaço vetorial sobre R. 

EXEMPLO 

\ 

1,2.11: Considere o conjunto S das listas infinitas de 

números reais S * { (x lt x 2 ,x^ , ...,x n> m. ) R» 

i 





Podemos somar duas listas somando as /'coordenadas n de nies 
ma ordem e multiplicar uma lista por. um número real multl 
plicando cada "coordenada" pelo número real* E fácil ve- 
rificar que, com estas operações, S 4 um espaço vetorial 
sobre os números reais . 

EXERCÍCIOS •' * " 

■ ’• . \ .• 

1.2. 12 1 Seja S 1 o subconjunto de S (ver .Exemplo 1.2.11) 
dado pelas listas cujas coordenadas sâo todas nu- 
las a partir de um certo índice } por . exemplo 1 , 

(1,2 ,0,3, 0,0, . . . ,0, . . . ) , (l,3»0»0, ;'• * ,0, * . .) € S 1 . Mostre 
que a soma de dois elementos de S* e .um elemento de S* 
e que o produto de um elemento dè t S' por um número real 
e um elemento de S» • •' ■ 1 

EXEMPLO 

1.2.13: Tomemos V = {f:R'H R) o conjunto das funções da 
reta na reta. Dados dois elementos de V, ou se- 

t< ... • ' ’ 

ja, duas funções f e g, definiremos sua soma f+g co- 
mo o seguinte elemento de Vi. : ’ \ .4 -V • : f : 

f+giR R - A'’' 1 ' K ' 

XW.f(x) + g(x) 

e o produto de um elemento f de . V por, um numero real-, 
r como sendo a função rf dada por • s . 

rf tR «♦ R ■ 



x .*-+■ rf (x) 
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Em primeiro lugar, se f,g € V, f+g = g+f, po is 

se x £ R, (f+g)(x) = (g+f)(x) e assim f+g = g+f. 

Testar a ass.ociatividade e igualmente fácil. Seja, por 

outro lado, a função f Q s R -» R tal que f Q (x) * O, VxfER. 

Então, se f € V, vemos imediatamente que f+f^ = f^+f = 

- £ • Além disso, se f:R -* R considere h:R -» R tal que 

h(x) = -f (x) , V-x € R e resulta que f+h = h-ff s f . 

O 

A função f Q considerada acima e cujo valor é sem 
pre nulo será denotada por 0. A função h será chamada 
de (-f). Deixamos como exercício verificar ds outros axio 
mas. 

EXERCÍCIOS 

1.2.14: Verifique completamente os axiomas para o Exemplo 
1.2.13. 

1.2.15: Se f:R -* R é dado por x**2x e g:R -♦ R é de- 
finida por xh~e x , qual é a função f+g? Qual a 
função 2f-3g? 

1.2.16i Se p,q:R-»R são definidas por x.\->3x^ + 5x-3, 
x*-*-4x+7 respectivamente, qual a função p+q? 

1.2.17: Seja f:R -♦ R dada por 

xi-*l x racional 

x»-*0 x irracional 

e g:R -> R dada por 
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■ x *-*• 1 x irracional r 
x *-> 6 x racional. 

Qual a função f+g? f-g? g-f? ; 

1.2,18: Interprete, usando os gráficos das funções, as 
definições do Exemplo 1,2,13* 

1.2.19* Dado um corpo K, mostre que o conjunto K é um 
espaço vetorial sobre K com as operações de so- 
ma e produto de números complexos. 

•s p ' 

5*1.2.20: Seja K um corpo. Considere K =* { (k^ ,k 2 )Jk^ 
defina as seguintes operações* 

1) se u = (k ]L ,k 2 ), v = (k£,k^) , u+v » ( k i +k { » k 2 +k 2 ) 

2) se k e K, V = (kj_,kp f kv = (kk£,kk£). 

2 A 

Mostre então que K e um espaço vetorial sobre K. 
Generalize este exercício para K n =* { (k 1 ,kg , . • . *k n ) |k^Ç K, 
i — 1,2, ., , , n J . • ■ 

; ■ } - " V. ’ M 

- % í . '* / 

EXEMPLOS ^ " ■■ ' ■ 

1.2.21: Chame de m(2x2) o conjunto das matrizes quadra - 

• 0 

das 2X2 com coeficientes reais *; E faoil verificar 
,que com as operações de soma de matrizes e de multiplica- • 
Çao de uma matriz por um escalar, obtemos um espaço veto- . 

i_ • • 4 ■' 1 - 1 ' " i r 

rial sobre os niímeros reais. 

1,2,22* Considere P n o conjunto dos polinómios reais 
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a Q + a^t + & 2 t 2 + ...+ a n t n de grau án. Se p(t) = a Q + 

+ a t + ...+ a t n e q(t) = + b.t + ...+ b t n , defina 

a soma p(t) + q(t) = (a Q +b 0 ) + (a 1 +b 1 )t + ...+ (a^+b^) t n 
e se r € R ponha rp(t) = ra^ + ra^t + ••• + ra^t 11 . De “ 
monstra-se então, sem dificuldades, que com estas opera- 
ções t e um espaço vetorial sobre os números reais. 

EXERCÍCIOS 

1.2.23! Demonstre, com detalhes, o Exemplo 1.2.22. 

1.2.24: Mostre que o conjunto dos polinõmios a coeficien- 
tes reais e de grau igual a n não é um espaço 
vetorial com as operações do Exemplo 1.2.22. 

1.2.25: Considere os sistemas lineares abaixo e ache suas 
soluções : 

a) 3*-2y = 0 

b) 2x+5y = 0 
3x-4y = 0 

c) 3x-7y = 0 

6x-l4y = 0 

d) 2x+4y-3z = .0 

3x-2y+2z « 0 

1.2.26: Uma solução do sistema a) acima é um par de núme- 
ros reais. Mostre que se os pares (x^,y^) e (x^jy^) 
são soluções do sistema, então (x 1 +x 2 , y^+y,,) e ( rx 1> ry 1 ) 
também são soluções. 
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1.2.27: Demonstre afirmações análogas às do exercício an 
terior para as soluções de b) , c) e d) . 

EXEMPLOS 

1.2.28: Dado um sistema linear homogêneo: 



a ll x l 


+ 


a l2 X 2 


+ . . 


• + a ln x n a 


0 


a 21 X l 


4 


a 22 X 2 


+ . . 


a 2n x n = 


0 


a ml X l 


+ 


a m2 x 2 


+ . . 


.+ a x = 
mn n 


0 


suas soluções s.ão 


n-listas 


( x l» x 2» * * 


. ,x ) de números 
* n ' 



reais. A soma de duas soluções será uma solução e o produ 
to de uma solução por um número real será também uma solu 
çâo . Isso mostra que o conjunto das listas soluçoes será 
um espaço vetorial sobre R (faça os detalhes). 

1.2.29: Sejam V x e V 2 espaços vetoriais sobre um cor- 
po K e considere o conjunto V = ( ( v ^> v 2^ v l^^l 
e v 2 6 V 2 J . Definamos em V as seguintes operaçoes: 

( V i ,v 2 ) + ( v i ,v P = ^ V 1 + V 1 ,V 2 + v Jp 6 k ^ V l ,V 2^ 

= (kv^,kv 2 ). Verifica-se então (faça-o) que, com estas 
operações, V e um espaço vetorial sobre K, chamado so- 
ma direta de V ± e V g e denotado por © V g . 

Vejamos^ agora, algumas conseqüencias fáceis dos 
axiomas. 0 axioma V6) diz que há um vetor neutro em rela- 
ção a operação de adição dos vetores j o lema abaixo mos- 
tra que ele e único: 
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LEMA 1.2. 30 -Se V é um espaço vetorial sobre ura corpo 
K e 0,0» Ç V são tais que, para todo 
v £ V, v+0 = 0+v = v+0» a 0 » +v = v, então 0 = 0». 

Demonstração: Como, para todo v € V, v+0 = v, vera que , 

fazendo v = 0 , 0»+0 = 0 », por outro lado, 

como v+0» = v, para todo v 6 V, obtem-se, fazendo v=0 

que 0+0» = 0. Vemos assim que 0» = 0»+0 * 0+0» = 0, 

1 

Outro fato, de fácil demonstração, e o seguinte: 

LEMA 1.2.31 -Se 0 £ K e v £ V, onde V e um espaço 
vetorial sobre K, então O.v = 0 (obser- 
ve que, nesta igualdade, o zero do lado esquerdo e o nú- 
mero zero, e o zero do lado direito é o vetor zero de V, 
o elemento neutro era relação à . adição de vetores). 

Demonstração: Temos que O.v = (0+0).v = O.v + O.v pelo 
axioma V4). Por V 8 ) , o vetor O.v tem ura 
negativo, que chamaremos de u. Então, adicionando u a 
ambos os lados de O.v = O.v + O.v obtemos que • O.v + u * 
*s (OiV+O.v) + u = O.v + (0,v+u) e como O.v+u = 0 vem 
que 0 = O.v+O = O.v. ' r « . . 

N l 

LEMA 1.2.32 - Seja V um espaço vetorial sobre um corpo 
K e k Ç K. Então, k.O a 0 • 5 " 

Demonstração: Temos que kiO = k. (0+0) = k.O +“ k.O. Soman- 






do a ambos os membros um negativo v de k.Oj vem que 
0 s k. 0 + v = (k. 0+k. 0) + v Z5 'k.O + (k.O+v) a ,k.0+0 = k.O, 



e assim fica concluida a demonstração *?• ííüí íi , 



LEMA 1.2.33 - Seja V um espaço vetorial sobre um cofpo 
K e dados u,u ! , y Ç V com u+v s u’+v = 
m 0, então u = u’ . ( 

Demonstração ; Se v+u = 0, segue-se que (v+u)+u' = 0+u ! 

= u 1 , donde u 1 a (v+ujj-u* « V+(u+u*) = 

■ V+(u*+u) = (v+U»)+U a 0+U a U. 

Passaremos a denotar Ò (unic o) negativo de um ve- 
tor u por -u. Existe uma maneira fácil de achar ,0 ne- 



gativo de um vetor qualquer. 






LEMA 1.2,34 - Se v Ç. V, então «V ■ (-l)v*" 

. . • • ■ ; - ' ; 
Demonstração ; Com efeito, se mostrarmos 'que ‘ (-l)v+v a 0, 

teremos concluido a dembnstráção , ' devido à 

unicidade do negativo; mas (-l)v+V;‘« ,(-l)v + l.v = 

((-i)ri}v = o.v = 0 

. ' ' , • .i; ... . • 

< ■- r . t Ví* : 

LEMA 1,2.35 - Se v Ç V e a.v « 0 com a ^ 0», então 

Demonstração : Como a 0, a admite' um ! inverso ( a tje 

mos então: a"^(av) ■ :(á7^a)v * lv « v= 0 . 

1 * ■* ^ 1 f ^ ^ ' V ' ^ , "f, 
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EXERCÍCIO 

1.2.36: Indique todos os axiomas dos espaços vetoriais 
que foram usados nas demonstrações dos lemas. 



1.3 - A nogao de subespaço vetorial 

DEFINI ÇXO 1.3.1 - Seja V um espaço vetorial sobre um 

corpo K, e W e um subconjunto nâo 
vazio de V; dizemos que W e um subespaço de V se: 

1) 0 € W 

2) quaisquer que sejam u, v Ç W, então u + v Ç W 

3) se a Ç K e v £ W, então av 6 W. 

Vemos assim que um subespaço vetorial de V e um 
subconjunto de V fechado em relação à operação de adi- 
ção de vetores e de multiplicação de Um vetor por um es- 
calar. Observe que V é um subespaço vetorial de si pró- 
prio e que o conjunto formado pelo vetor 0 e também um 
subespaço de V. 

LEMA 1.3.2 - Um subconjunto não vazio W de um espaço ve 
torial V e um subespaço vetorial de V se 
e somente se, V‘V 1 ,v 2 Ç ¥ e £ K, então + 



+ k 2 v 2 6 W. 
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Demons tração » Com efeito, se W é ura subespaço então co- 
mo v lf v 2 6 W, segue-se que k^, kgVg 6 W; 
mas então k^ + k^ 6 W. Por outro lado, se ^k^kg € 

6 K, ^ v i» v 2 ^ ¥ » temos Q ue k l v l + ^2^2 ^ vemos lo- 
go que 0 g W, pois 0 = 0 ^ + 0 .v x (V e nao vazio) e 
fazendo k x » k g » 1, segue-se que v x + v 2 Ç. W; alem 
disso, fazendo k £ = 0, vem que k^v^ 6 W. 

EXEMPLOS 

1 . 3 . 3 : Sejam V = R 2 ,V = { ( x lt x 2 ) « rZ tala que ° U (x l’ X 2 ) = 
- (o, o) ou x 2 / x l - a » X 1 / °> a constante] . Ge£ 

mètricamente , V 4 o conjunto dos pontos sobre uma mesma 
reta L passando pela origem e definida por seu coefici- 
ente angular a. É fácil ver que ¥ é um subespaço veto- 
rial de R 2 . 

1,3,4. Tome V como sendo o espaço vetorial das funções 
reais de uma variável real e considere W * 

» {fjR -♦ R, f contínua). Afirmamos que ¥ 0 um subespa 

ço vetorial de V. De fato, a função 0 (ou seja, a fun- 
ção f 0 :R -4 R . tal que f Q (x) = 0, Vx € R) é òbviamente 
contínua, logo um elemento de ¥. Por outro lado, a soma 
de duas funções contínuas e uma função contínua, e o pro- 
duto de uma função contínua por um número real á uma fun- 
ção contínua, o que conclui a demonstração • 
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EXERClCIOS 

1 . 3 « 5 : Verifique, em detalhe, o Exemplo 1,3. 3, 

1 . 3 * 6 : Determine todos os subespaços do , 

^.1.3.7: Ache todos os subespaços do R . 

EXEMPLOS 

I.3.8: Considere o espaço vetorial R 3 e sejam v 1 = 

- (l » 3 » 0 ) e v 2 = (-l»l|l) elementos do R 3 . 0 
conjunto [v^Vg] = {v Ç R 3 tais que v = av^+bvg p a,bÇR] 
e' um subespaço vetorial de R 3 . Com efeito, se w^Wg 6 

€ ^ v l ,v 2^ entao w i = ^x^l + b l v 2 e w 2 = a 2 V l + b 2 V 2 e 
assim + w 2 = ^ a l +a 2^ V l + ^ b l +b 2^ v 2 e aw l = aa i v i + 

+ ab l v 2 sao elementos de [v^Vg], Note que o vetor 0 
pertence a [v^,v 2 ] pois 0 = Ov^ + Ov^ • 

1 * 3 . 9 .' Se V e um espaço vetorial sobre um corpo K, e 
V X ’ V 2 sao vetores de V, considere o conjunto 
[ v l» v 2 ] = í w € V tais que w = + k 2 v 2 , k^kg € K} . 

Ê fácil ver que [v^,Vg] ® um subespaço vetorial de V. 
Êste subespaço e chamado de subespaço gerado por v^ e 

V 2 * 

EXERCÍCIO 

I.3. 10 : Seja V um espaço vetorial sobre um corpo K, e 

v l» v 2 ,,,,,v n v ®tores de V. Defina por analogia 
com I.3.8 o subespaço [v^Vg vj gerado por 
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V l* V 2 , **‘ ,V n e P rove c 3 ue ®l e ® de Pato um subespaço. Os 
elementos de [ v^ , v^ , . . . , v n ] sao chamados combinações li - 
neares dos vetores v i » v g » * • ■ » v n * 



EXEMPLOS 

1*3« 11* Considere o espaço vetorial V das funções reais 
de uma variável real e sejá o conjunto dos 

polinomios a coeficientes reais e de grau ín, com as op<e 
rações usuais de adição de polinómios e de multiplicação 
de polinomios por escalares, tà fácil ver que P n e um 
subespaço vetorial de V. 



1.3.12: Em M(2X2) , o espaço vetorial das matrizes 2x2 

q b 

com coeficientes reais, considere W*=([ ] tais 

c d 

3 ue b=0] ♦ É imediato verificar que V e um subespaço de 
4(2X2) . 

SXERClCIOS 

L.3 . 13 : Verifique os detalhes dos Exemplos 1.3*11 e 1.3.12. 
L.3.14: Mostre que o conjunto V = {f:R -» R tais que 

f(l) rs 0} e um subespaço do espaço vetorial das 
Funções reais de uma variável real. 



L»3* 15* Verifique quais dos conjuntos abaixo sao subespa- 
ços do espaço vetorial das funções reais de uma 
rariável real: 

« { f J R -♦ R tais que f(0) = f(l) = 0} 
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• ^2 = {f:R -+ R tais que f(o) = 1} 

V 3 = {f:R -♦ R tais que j f(t)dt = 0} 

w, = {f:R -+ R tais que ( f(t)dt = l} 

'0 

EXEMPLOS 

1 . 3 * 16 : Ja vimos que as soluçoes de um sistema linear ho- 
mogêneo com coeficientes em um corpo K 



a ll x l 


+ 


a i2 X 2 


+ . 


. . + 


a_ x = 
ln n 


0 


a 21 X l 


+ 


l 22 X 2 


+ . 


. . + 


a x = 
2n n 


0 


a ml X l 


+ 


a m2 X 2 


+ . 


. . + 


a x = 
mn n 


0 



formam um espaço vetorial. E fácil verificar que este es- 
paço vetorial e um subespaço de K n . 



1.1.17: Sejam e espaços vetoriais sobre o mesmo 

corpo K e tome a soma direta V = de 

V x e V 2 . Considere os subconjuntos e de V 

dados por 



W x = ( w € tais que w = (v.^, 0 ), 

W 2 = Í W ^ ^1® V 2 ta; ** s ^ ue w “ (0,v 2 ), 

É então fácil verificar que V e 






« v 2 } ; 

são subespa- 



ços de V. 

EXERCÍCIOS 

1.3*18: Se = R^, V 2 s R, o que e © V 2 ? 

1.3*19: Se = R» V 2 = R 2 , o que e V x © V 2 ? Descreva, 




-19- 



neste caso, geometricamente, os subespaços e Wg 

definidos em 1.3 *17» 

Os subespaços de V que são diferentes de V e 
de 0 são chamados subespaços próprioj3 . 

Ê importante perceber que a união de dois subespa- 
ços não e um subespaço; por exemplo se V 1 e Vg sao 
os subespaços do gerados por (l,2) e (-1,1) res- 

pectivamente então V x ü Vg e o subconjunto do plano for 
mado por duas retas que se interceptam na origem e não é 
um subespaço, visto que (l,2) e (-1,1) são elementos de 
V 1 U Vg mas (l,2) + (-1,1) não pertence a V 1 U Vg . 

0 lema seguinte descreve a situação referente a intersec- 
ção de subespaços vetoriais: 

LEMA 1.3.21 - Se V ± e Vg são subespaços vetoriais de 
V, então V ± ft Vg é um subespaço vetorial 

de V. 



Demonstração : Sejam v^Vg € 0 Vg . Devemos provar que 

k l v l + k 2 V 2 € V 1 0 V 2’ ^ k l» k 2 6 K - C ° m efS - 
to, como v 1( Vg € V x , temos que + kgVg 6 V i» Vk i» k 2 € 

ç K; de maneira análoga k.^ + k 2 V 2 ^ V 2 6 assim 

v 

k l v l + k 2 V 2 ^ n Vg Vkjikj 6 K. 



V/-1 



/ 




- 20 - 



1*^ “ Dependencia e Independência linear 

No- Exemplo i.3.9 os elementos do subespaçò [v^,v 2 ] 
gerado por v x e v 2 sâo da forma k.^ + onde 

^1*^2 ^ D; *- zemos então que eles sâo combinações linea- 
res de v 1 e v 2> Da mesma maneira, em 1 . 3 • 10, os elemen- 
tos de [ v ^> v 2 > • • « » v n ] sao combinações lineares dos veto- 
res v j , » V 2 * * * * * v n * A definição formal e a seguinte* 

DEFINIÇÃO 1.4.1 - Se V e um espaço vetoridl , sobre um 

corpo K, e v i » v 2 * • • • » v n s ®-° vetores 
de V, dizemos que u 6 V e uma combinação linear de 



V V 2 v n 



se existem ,k 2 , . . . f k n Ç K tais que 



u m k n v n + k v- ,+».,+ k v . 
11 2 2 n n 



de 



■ 3 

No 'espaço R , que vetores sâo combinação linear 

V 1 = í 1 * 2 » 0 ) 0 v 2 = (-1,1*1)? Pela prdpria defini-, 

çâo sâo os elementos u £ R 3 tais que existem r^r^R 
com - u * r^ + r 2 v 2 ; ou seja se u = (x^Xg.x^ devemos 
ter* 

(xi,x 2 ,x 3 ) = ^(1,2,0) + r 2 (-l,l,l) 

ou ainda 



X l' = r l " r 2 
X 2 = 2r l + r 2 

x 2 = r 2 * 




-2i> ■ fj V •. >. 



Desta maneira para testar se um Vetor 'ü = '(^i^ 
combinação linear de V x e v 2 e' suficiente -testar' se 
sistema acima tem ou não sbluçãò r Í50r exemplo' se 
. = (1,11,3) dei * ; ; ■)'/ 



1 = r-* - r 2 ! .'v:..: . . '? ; . 

1 2 » *• 



11 a 2r x + r 2 , •; 

• 3 = r 2 * ; : - ■' ' ■ . ■■ 

remos que r,, = 3, r % m k . e enfim , ; ,(l, 11 , 3 ) = 4(l,2,0) + . 

3(-l f l,l). Por outro lado, dado , V * ; ;(l > *0 * vejamos 
30 v e' combinação linear de ^ e^.v 2 ; para isso , deve 

nos resolver o sistema 1 1 / ,v ‘ ; • "*/■>* 

1 « r l • ** r 2 ■ • -v 'ii-r » ^ 

™1 * + r 2 ;> > ; í*; . f • 

4 =. r 2 /V- 

que nâo tem solução (por que?). Assim'' v- (l 1 -l,4) >âo 

, ' ; y.'a v . : - ; f ' 

é combinação linear de v^ e v 2 * ^ k 

EXERCÍCIOS . -.i ^ •• .. ’ 

1.4.2. Verifique se o vetor (3,5,7) £ R 3 á combinação li, 

■ near dos vetores (2,1, 3 ) • ( 3 . -2. 2). Interprete > 

geometricamente * . \ V./. 

1.4.3, Escreva o vetor (1,3) £ R 2 , : como combinação' linear, 
de (2,5) e (3,7) . Interprete geometricamente . 

t possível escrever o vetor (10,15) 6 R 2 como com 
binação linear de (2 , 3 ) . • . (4, 6.)^, Ror. que ? : Interpre- 



• , «.Ví *, •' 

i '- ; M ‘ ^ 
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te geometricamente. 

O 

1.4.5! É possível escrever o vetor (5f2,l) £ R^ como com 
binação linear de (2,1,4), (3,-2,-l) o (-2,3,4)? 
Por que? Interprete geometricamente. 

✓ 2 
1.4.6: lí possível escrever o vetor (0,0) € R* como com- 
binação linear de (l,2) e (-1,1)? 

1.4.7í No exercício anterior, mostre que se (0,0) =s 

» * 1 ( 1 , 2 ) + r 2 (-l,l) e (0,0) = rj[(l t 2) + p»(-l,l), 
então r j. = r j_ e r 2 = r 2 * se j a > ,(0»0) se exprime de 
maneira única , como combinação linear de (l»2) é (-1,1). 

2 

1.4.8: Mostre que o vetor (0,0) £ R pode ser escrito 
de duas maneiras distintas como combinação linear 
dos vetores (l,2) e (-2,-4). Interprete geometricamente. 

2 

1.4.9! Mostre que no espaço vetorial R qualquer vetor 
pode ser escrito como combinação linear dos veto- 
ros (l»2) e (5 t 0). Interprete geometricamente. 

2 

1.4.10: Considere mais uma vez o espaço vetorial R e 

2 

sejam dois vetores v i » v 2 ^ ^ * Mostre que se um 

2 ^ 

vetor qualquer do R pode ser escrito como combinação 

linear de v^ e , então v^ não pertence ao subespa- 
ço gerado por v^. Interprete geometricamente este resul- 
tado • 

Pela definição de combinação linear, vemos que os 
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elementos do subespaço gerado por v 1 » v 2 » ,,,,v n € V sao 
exatamente os vetores que se escrevem como combinação li- 
near de v lt v 2 , ,v n . Podemos mesmo ir mais longe e dar 

a seguinte definição: 



DEFINIÇÃO 1.4.11 - Seja S um subconjunto de um espaço 

vetorial V. 0 subespaço [S] gorado 
por S é o conjunto dos vetores que se escrevem como com 
binação linear de elementos de S. Os elementos de S 
são chamados geradores de [S] ou seja, se v € [ S]> exis 
tem vetores ^ , v., , . . . , v n € S e escalares k,k 2 ,...,k n € 
€ K tais que v = k^ + k^ +...+ k n v n = k i v i * 

EXEMPLO 



1.4.12: Considere P o espaço vetorial dos polinomios 
com coeficientes reais e seja S o subconjunto 

- . x 0 .2 .4 .8 .2i . 

de P formado pelos polinomios t »•••»* 

qualquer. Então [ S] será constituido pelos polinómios 
onde t só comparece com a potência par? por exemplo os 

polinómios 1+ t 4 + + 9t > ut + * " l8t 

1 + t 2 + t\ 4, 28 - 2t 2 , são elementos de [ S] . 



Uma observação importante e que o conjunto [S] é_ 
de fato um subespaço vetorial. A demonstração de tal fato 



e 



um exercício fácil. 
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DEFINIÇÀO 1.4.13 - Os vetores v i» v 2 ,,,,,v n ^ v » sao — r 

nearmente dependentes se existem esca- 
lares a^,a 2 a n , onde pelo menos um não e nulo, e tais 

Q ue a l v l + a 2 v 2 +,,,+ a n V n = ® Exercício 1.4.8 mostra 

que os vetores (l,2) e (-2,-4) do R 2 são linearmente 

I 

dependentes; por 1.4.7 o mesmo nâo acontece com (l,2) e 

(-1.1). 

Se os vetores v i> v 2 ,, ** ,v n sao linearmen 'ke de- 
pendentes dizemos, também, que o conjunto C v x» v 2 »• * * > v n J 
é linearmente dependente. 

EXEMPLOS 

1.4.14: Dado um conjunto de vetores ( v^ , v^ , . . • , v^} onde 
Vj = 0, então os vetores deste conjunto são li- 
nearmente dependentes (por quê?). 

1.4.15» Se v é um elemento não nulo de V, então o con- 
junto formado pelo vetor v não é linearmente 
dependente . 

1.4.16: Considere um conjunto S = { v i> v 2 * * * * > v n } linear- 
mente dependente. Mostre que se S r c V e S £ S' 
então S 1 é linearmente dependente. 

1.4.17: Seja S = (VjfVg, . . • ,v n J , onde v^ =s v^ . Mostre 
então que S e linearmente dependente. 
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EXERClCIO 

1.4.16: Dois vetores v i» v 2 » nao nulos de um es P a Ç° veto- 
rial V, são linearmente dependentes se e somente 
se um pode ser escrito como múltiplo do outro. 

DEFINIçà.0 1.4.17 “ Os vetores v i> v 2»'** ,v n € V sao — " 

nearmente independentes se nao existem 

escalares a i > a 2 » • • • » a n > com pelo menos um deles nao nulo, 

e que façam a soma a ^ v jL + »* ,+ a n v n ser 0 ve ' fcor zero. 

Uma formulação equivalente e dizer que os vetores 

v ,v .....v são linearmente independentes se, dada uma 
1 ’ 2 * ’ n 

combinação linear nula dos mesmos a 1 v 1 + a 2 v 2 + * ,,+ a n V n = 
cs O, então forçosamente a i = a 2 “ = a n = 

Se v i» v 2 , *** ,v n sao linearmen ’ te independentes, 
dizemos que o conjunto { v i » v 2 ’ * * * ’ V n^ ® linearmente in- 
dependente . 

Ainda, outra maneira de interpretar o conceito de 
dependência e independência linear e introduzindo a noção 
de "equação vetorial" : 

DEFINIÇÃO 1.4.18 - Se v i » v 2 * * ' * ’ v n ,u são elementos de 

um espaço vetorial sobre um corpo K, 
uma equação vetorial em v i» v 2*'* ,,v n 6 ^ ermo independen- 
te u ê 'uma expressão da forma x^v^ + X 2 V 2 + *** + x n V n 3 
= u, onde x i» x 2 ,,, * ,x n ^ A lista ( x i » x 2 ’ * ’ * ’ x n^ e 
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uma solução da equação. Se U = 0 a equação vetorial 
diz-se homogênea. 

Com esta noção podemos dizer que os vetores 

v ,v 2 M..rV n € V são linearmente independentes se a úni - 
ca solução da equação vetorial homogênea x^v^ + x^v^ + 

+ . . . + xv = 0 é a lista (0,0,...,0). Se a equação ve- 
torial x 1 v 1 + X 2 V 2 + • • • + x n v n = 0 admite soluções dife- 
rentes de (0,0,...,0), então dizemos que os vetores 

v i * v 2 * • • * > v n sa0 linearmente dependentes . 

EXERCÍCIOS 

h. 4.191 se V;L = (1,3,5), v 2 = (2, -1,3)- e v g = (-3, 2, -4) 

* 3 • 

sao vetores do R , resolva a equaçao vetorial 

x^v^ + 5Cg v 2 + X 3 V 3 = 0 e decida se v i» v 2 ,v 3 sa0 ü nea £ 
mente dependentes ou independentes. 



1.4.20: Resolva a equação vetorial x-V- + x 0 v„ + x 0 v_ » u 

± ± d d. 3 3 

onde = (2,3,5), = (l,2,4), v^ = (-2,2,3) © 

u s (10,1,4) são vetores do R^ . 

EXEMPLOS 



1.4.20: Tome o espaço vetorial V das funções reais de 
uma variável real e considere as funções f^ e 
f 2 dadas por f 1 (t) s e , f 2 (t) s e que são linearmen 

te independentes j com efeito, suponha que existem a^.a^Ç 
6 R tais que a^f^ + a 2^2 = ^ / ^ as : *- sso <l ue:r dizer que, 
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■fc 2t 

para todo número real t f a^e + a 2 e =0 e isso impli- 

ca em particular, que a^e + a 2 e = 0 (fazendo t = 1) e 
a l + a 2 = 0 ( fazcndo t = 0) e a única solução deste 
sistema é a^ := a^ = 0. 

1.4.21: Consideremos mais uma vez o espaço P n formado 

pelos polinómios reais de grau án e sejam os po- 

linômios p Q (t) = 1, Pl (t) = t p n (t) = t n . Afirmamos 

que estes polinómios são linearmente independentes: de 

fato se a 0 P 0 + +...+ - 0 (onde 0 é o polino 

n 

mio identicamente nulo), segue-se que a Q + a^ + . . . +a n t - 

c= 0, mas como um polinómio real é identicamente nulo se e 

so-se seus coeficientes são nulos, vem que a Q = a x =...= 

* a =0. 
n 

EXERCÍCIOS 

2 2 

1.4.22: Se V;L = (l,2) 6 R , ache um vetor v g £ R tal 
que v 1 e v g sejam linearmente independentes. 

\.4.23: Se v x = (1,1,1) € R 3 , ache um vetor v 2 € R 3 tal 
que v^ e Vg são linearmente independentes. 
1.4.24: Tome os vetores v i ,v 2 ^ ^ do Exercício 1*^«23 
e ache um vetor v^ € R 3 tal que v^, v 2 © v^ 
sejam linearmente independentes. 

1.4.25: Se v ,v 2 € R^ são os vetores do Exercício 1.4.22, 

2 

prove que e impossível encontrar um vetor v^ 6 R 
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tal que v^v^ e v 3 s ^° linearmente independentes. 

1.4.26: Tome os vetores v i» v 2» v 3 € do Exercício 

1.4.24 e demonstre que e impossível encontrar um 
votor v^ € R-^ tal que v i » v 2 * v 3 ’ v 4 s ^-° linearmente in- 
dependentes . 

1.4.27» Seja P n o espaço vetorial dos polinómios reais 
de grau £n. Mostre que é possível encontrar um 
polinómio Pjl ( t ) tal que os polinómios 1 e P^t) são 
linearmente independentes . 

1.4.28: Mostre que existem em P^ polinómios p (t), 

P 2 (‘ fc )> P 3 (*)»•••> P n (t) tais que para i=l,2,...,n, 
os polinomios 1, p^( t) , . . . >P n (t) são linearmente inde- 
pendentes . 

1.4.29: Mostre que em R e' impossível encontrar três ve 
tores linearmente independentes i 
1.4*30: Mostre que em e impossível encontrar quatro 

vetores linearmente independentes. 

1.4. 31: Mostre que em P^ é impossível encontrar (n+2) ve- 
tores linearmente independentes. 

1.4.32: Se P ê o espaço vetorial de todos os polinómios 
com coeficiente^ reais , demonstre que existem po- 
lmomios P 0 ,P 1 ,p 2 M ..,p i \..., tais que P 0 »P 1 »-*..P i são 
linoarmente independentes , j qualquer que seja i. 
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DEFINIÇÃO 1.4.33 - Um conjunto finito S a í v i» v 2 v n ) 

onde v ± € V, i=l,...,n e linearmente 
independente maximal se : 

1) os vetores v ^» v 2 , **" ,V n s ^° li nearmen ^ e independentes 

2) qualquer qüe seja o vetor v 6 V, os vetores v^Vg, 

• . . » v n »v são linearmente dependentes. 

EXERCÍCIOS 

2 

1.4.34» Exiba em R , um conjunto que não e linearmente 
independente maximal e um que e lirearmente in- 
dependente maximal. 

1.4.35: Encontre no , um conjunto qie não é linearmente 
independente maximal e um que é linearmente inde- 
pendente maximal. 

1.4.36: Mesmas perguntas para o espaço vetorial P^. 
EXEMPLO 

2 3 

1*4.37: Os exercícios anteriores mostram que R , R e 
P n possuem conjuntos linearmente independentes 
maximais. Tal não acontece com P, o espaço vetorial de 
todos os polinómios a coeficientes reais. Com efeito, se 
S e um conjunto linearmente independente maximal de ve- 
tores de P, seja N = máximo grau p^(t) onde p^(t) £ S, 
Tome um polinómio de grau N+l; seja p(t) este polinómio. 
0 conjunto S 1 cujos elementos são os elementos de S e o 
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polinômio p(t) é formado por vetores linearmente inde- 
pendentes (por quê?) e como S está estritamente contido 
em S 1 , nâo é maximal, uma contradição. 



1.5 - Espaços vetoriais de dimensão finita - bases 

DEFINIÇÃO 1.5.1 - Um espaço vetorial V sobre um corpo K 

é dito de dimensão finita se existe um 
inteiro positivo N tal que dados N^Vetores quaisquer 
do espaço eles são linearmente . dependentes . 

E5 fácil ver que esta definição é equivalente a di- 
zer que existe N tal que qualquer conjunto com N ou 

7 

mais elementos e linearmente dependente. 



2 3 

pio, que os espaços vetoriais R , R e P 



n 



Os exemplos e exercícios do §1.4 mostram, por exem- 

são de di- 
mensão finita, mas o mesmo não acontece com o espaço P. 

EXERCÍCIOS 

1.5.2* Se V é um espaço vetorial de dimensão finita e 

V e um subespaço vetorial de V, então W e de 

dimensão finita. / 

/ 1 

1.5.3* Mostre que o espaço vetorial das funções reais de 
uma variável real não é de dimensão finita. 



1.5*4: Seja V um espaço vetorial e v £ V. Mostre que o 
subespaço gerado por v, [v], e de dimensão finita. 
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EMA 1.5.5 - Em um espaço vetorial V de dimensão finita, 
existem conjuntos linearmente independentes 

taximais . 

demonstração : Seja N o inteiro referido na Definição 

1.5.1. Tome v x € V, jí 0. 0 conjunto for- 
íado por v^ e linearmente independente; se ele for maxi 
ial, a demonstração está c.oncluida; se não, seja € V., 
;al que os vetores v i» v 2 se J am linearmente independen- 
tes. Considere agora o conjunto í v i» v 2^ ’ 80 ^ or H near ” 
aente independente maximal , a demonstração esta concluida; 
se não, existe v^ € V tal que os vetores v i ,v 2 ,v 3 sa0 
Linearmente independentes. Continuando com este processo, 
chegaremos a um vetor v n tal que v i» v 2**** ,v n sao H“ 
learmente independentes mas Vv 6 V, v ^ » v 2 * • * * * V n s — 
rão linearmente dependentes (por que? use a Definição l*5*l) 
Sntão, o conjunto v 1 > v 2»***' v n ser£Í linearmente indepen 
dente maximal. 



DEFINIÇÃO 1.5.6 - Seja V um espaço vetorial sobre um 

corpo K. Os vetores v i» v 2 ,,#,,v n f0 ~ 

mam uma base finita para V sobre K se o conjunto 
[ Vi , Vg , * » V n ] © linearmente independente maximal. Ou se. 
ja, base e outra denominação para um conjunto linearmente 



independente maximal. 
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Sempre que empregarmos a palavra base, fica desde 
já convencionado quo queremos dizer base finita . • 

LEMA 1.5*7 - Todo espaço vetorial de dimensão finita tem 
uma base finita. 

Demonstração t É uma conseqtlência trivial de 1.5*5* 
EXERCÍCIOS 

A • £ 

1.5*8: De uma base para o espaço vetorial R . 

3 

1.5*9* Mesma pergunta para os espaços R e P n « 

1.3*10* Mostre que o vetor 0 não pode ser elemento de 

uma base e que- uma base não pode ter ,dois • vetores 

iguais . \ 

* 2/ 3 

1,5*11* D© duas bases distintas para os espaços R/, R J e 

p . y 

n 

0 nosso objetivo agora e demonstrar- que, se um espa 
ço vetorial V tem uma base com n elementos* então 
qualquer outra base terá também n elementos; assim, o 
número de elementos que aparecem em uma base e um inva- 
riante numárico de V. Antes, no entanto, veremos alguns 
resultados também importantes* 

LEMA 1.5*12 - Seja V um espaço vetorial sobre um corpo 

'! ' 2 

K e £ v i » v 2 9 * * * * v n 3 uma ^ase de ' V. Então, 
V * [ Vl ,v 2# ... f v ], ou seja, V e o espaço gerado pelos 
vetores v i » v 2 > • • • » v n * 




>emons tração i S© V = [ v^ f v 2 * • > v n 3 * ;; nada há a demons- 

trar, Suponhamos, portanto , que v;.. 

Vi , v 2 v n ] está estritamente contido era V, © seja - 

r ç V tal que v £ [ V X » V 2 *••• » v n 3 • /Afirmamos então que o 
5 on junto {v. ,v p , . . . >v ;v} e linearmente independente. V 
3om efeito, seja a equação vetorial v a i v i i+ -í> 

t a v +...+ a v + bv =0 e suponhamos que ela tenha 'í *.- 
11’ n n ‘ 

una solução diferente de ( 0 , 0 , m , 0 ) } ■ então.; b ^ 0 M ; (por 
jue‘? o que 4 uma base?); mas assim ■ -V ?í j ;íY-‘s V?’*-*-'' • 

• ' v - - §1 v x J. 

9 portant o v € L * v 2 * * * * ,v n^ 9 coll ^ ra< ^9 ao v 

• \ • - «. 

Ês te resultado mostra que os vetores de;< uma .base " 
são vetores linearmente independentes' que gerara ..o espaço. 
A J recíproca e válida, e demonstrada a seguir. . - 

LEMA 1.5.13 - Se V é vira espaço vetorial ©. v^» v 2'*** ,v n ê V 
são vetores linearmente independentes que- 
gerara V, então formara uma base para V. 

X * n 'J.nv . “r.. l ff- 

Demons tração t Suponha que ( v i » v 2 * * * * ? V n^ nao ® linearmen 
'te independente maximal; então existe v€V 

■ i » ’ s i\- fry m ' ' 

tal que os vetores v i» v 2* * * * 1 v n f V sao ^ near “ en * ;e ^ n *“ 
dependentes ; logo v não e combinação linear de 
v l,v 2 v n (por que?) e assim v 2 > • • • * v n nao geram 



V, contradição, 



'■■içfc 



1 
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De maneira que as bases de um espaço vetorial V 
são exatainente os conjuntos de vetores linearmente inde- 
pendentes que geram V. 

Uma das razoes que tornam as bases importantes e 
a seguintes 



TEOREMA 1.5.14 - Se V e um espaço vetorial e v i» v 2»***» v n 



formam uma base para V, então, dado um 



vetor arbitrário v Ç V, v escreve-se de maneira únicg 



;omo combinação linear de v i * v 2 * * * * ’ V n‘ 



Demonstração : Já sabemos que [ v^ , v 2 , . • . , v n ] * V . Assim, 



dado v Ç V, existem k 1f k 9 ,.««,k € K 



n 



tais que v = 2 k.v.. Suponha então que existam 

i=l n 

k» ,k« , . . . ,k' 6 K com v = 2 k'v. onde, para algum 

1 <— n i — 1 1 1 

1 á i á n, k_^ / ; vemos assim que O = v-v ss £(k^-k^)v. 



e como os vetores v i » v 2 ' * * * * V n sao li nearmen ^ e indepen- 



k.. 



Podemos agora demonstrar que o número de elementos 
de uma base qualquer de V e constante. 



TEOREMA 1.5«15 - Duas bases quaisquer v i» v 2 , *** ,V s 6 

u 1t u_,...,u de um espaço vetorial V 
J. II 

tem o mesmo numero de elementos f isto é> s » n. 



OBSERVAÇÃO: Sentimo-nos tentados a fazer a seguinte de- 
monstração* por definição as duas bases sao 
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conjuntos linearmente independentes maximais logo s = n, 
nas este raciocínio e falso;, com efeito, se 

...,u n } e s 2 = t v i» v 2 V s^ ° fat ° de qU€ tanto S 1 

como S 2 são maximais quer dizer que, se Sj^ e sao 

subconjuntos de V que contêm propriamente e S^, 

então S| e S£ sao linearmente dependentes, mas não há 
implicação nenhuma sobre o número de elementos de e 

S 2 . Passamos, agora, a uma demonstração correta: 

Demonstração : Considere o conjunto [ v i » u i > u 2 * * * * ,u n^ e 
observe que ele e linearmente dependente, 
pois t u i» u 2 9 • * * ,U n-^ ® linearmente independente maximal, 

Note que {v^} ® linearmente independente. Relativamente 

ao conjunto Í v tl> u i}» duas coisas P odem ocorrer: ou v 1 ,u 1 
são linearmente independentes, ou v 1 , u 1 são linearmente 
dependentes. Se v^,^ sa0 linearmerLte independentes, 

formemos o conjunto ( v i» u i» u 2^ e novamente as duas 
teses podem ocorrer. Prossigamos desta maneira enquanto 
obtivermos conjuntos de vetores linearmente independentes 



e seja u^ o primeiro vetor para o 
^ v i» u i ,u 2» * * * ,u ±} nao ® linearmente 

{v 1 ,u 1 J , C v i» u i» u 2} * t v l* u l ,u 2 ,U 3^ ’ 



qual o conjunto 
independente, isto e, 

.. . » [ v 1 » u 1 » u 2’*** ,U i-^ 



são linearmente 
á (note que 



independentes 
i=l 



mas 


t v l» u l» u 2 


ponha 


u 0 “ V l> 



. ,u . } não 



i i 1 , se 
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Como { v^ ,u^ ,Ug , • . . i u ^3 © li&earmente dependente, 
a equação vetorial homogênea + y^u^ +...+ y^u^ - 0 



tem pelo menos uma solução não trivial. Nesta solução., o 



coeficiente y ^ é não nulo (por quê? os vetores 



u 2 ,...,u i são linearmente dependentes ou independentes?) 



e assim temos que: 



0 1 
— v, u, - . 



y ± 1 y i 1 



u. 

y. x-1 



ou seja, u i ó uma combinação linear de v i » u i » * * * 



Afirmamos então que v i > u x * • • • » u i-l > u i+í ,u i+2 ' /* * 



u n geram V. Com efeito, se v Ç V, então 



V = j=l X y U j = X 1 U 1 + X 2 U 2 + -’- + X n U n ’ 



*0 J 1 „ 

u i " ' y7 v i ‘ yl u i ‘ " 



y± 1 “ 1 



de maneira que 



±-i i- 1 v n y 0 . 

2 x j u j + x i ) U -*TTT v i^ + 

js=l J J 1 £ = 1 *1 



n 

£ x .u . 
j«i+l 3 3 



e mostramos que v ê uma combinação linear de v^,u^,... 



• • • , u . u, u conforme desejado, 

i-l i+1 n 



Agora, a partir de t v i » u i > * * * > u i-l * u i+i » * * * » u n ^ 




-37- 



formemos o conjunto [ v 2 » v i » U 1 » * • * ,u i-l ,u i+l* * * * ,u n^ e 
apliquemos a ele o mesmo raciocínio; obtemos, assim, apos 

retirar dentre os vetores v 2 » v l* u l' • • • » u í„i» u í + i* • • • > u n 
o primeiro que é combinação linear dos precedentes, um 

conjunto do tipo C v 2 ’ V i ,U i * * * ’ » u k-l ,u k+l * ••• ,U i-l ,U i+l'"*’ U nl 
onde k * 1 (se k»l, ponha u k _ 1 = v x ) © que gera V. 
Êste processo pode ser repetido ate obtermos ura conjunto 
da forma 

í v s» v s _i» ' ’ * ,v 2 ,v l ,u a(l) ,u a(2) u a(s) } 

onde a(l) ,a(2), ... ,d(s) são inteiros e lí Ot(l) < 

< a(2) ... < a(s) á n. Mas então s á n (por quê?). 

Invertendo agora os papéis de (u 1 ,...,u n ) e 
£ v.^ , Vg , • • • , v } obtemos, de maneira analoga, que n á s. 

Logo n = s . 

Um exame atento da demonstração de 1.5*15 mostrara 
que o realmente demonstrado (duas vezes) foi o seguinte» 

LEMA 1.5.16 - Se v^v^,...,^ são vetores linearmente 

independentes de um espaço vetorial V, ge- 
rado pelos vetores u^,Ug , . • • »u fl , então n,s s. 

já vimos que os espaços vetoriais de dimensão fini 
ta admitem sempre uma base (finital). Podemos também de- 
monstrar que se V admite uma base 4 de dimensão finita: 

base de V com s elementos, 1.5*16 



com efeito, dada uma 
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mostra imodiatamente que qualquer conjunto linearmente 
independente de V tem no máximo s elementos, logo V 
e de dimensão finita, e fica assim demonstrado o teorema 
abaixo : 



TEOREMA 1.5.17 - Um espaço vetorial V tem dimensão fi- 
nita se e so se admite uma base finita. 



Outro -fato e a seguinte conseqüência trivial da 
definição de base mas que, por sua utilidade, merece des- 



taque : 



LEMA 1.5*18 - Se v i > v ? ’ * * ’ * v «= s ®-° vetores linearmeirffe^ 



independentes de um espaço vetorial V de 
dimensão finita, podemos então encontrar vetores 

v s + l’ v s+2 v n de V tais <l ue v l- v 2 >---' v s > v s + i'--' 



. . . ,v constituem uma base para V. 



EXERCÍCIOS 

1.5*19* Demonstre o Lema 1 . 5 , 18. 

1.5. 20: Seja V = e a base dada por u.^ 3 (1,0,0), 

u 2 ” e = (OjO,l); considere o subes- 

paço ¥ gerado pelo vetor w 3 (l,l,l). Há algum vetor 
da base u i* u 2 ,u 3 no subespaço ¥? 

0 exercício acima mostra que ? dada uma base de V • 
e um subespaço ¥ de V, não se segue forçosamente que 
algum vetor da base pertença a ¥. Temos, no entanto o se 
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juinte resultado: 

^EMA 1.5*21 - Se W e um subespaço de um espaço vetorial 

V, e u 2 » u 2 »»**» u s uma base de V, então 

sxistem vetores u . , . . . ,u Ç V tais que u.,u 0 ,...,u , 

s + x n ± d s 

i , , • • • .u formam uma base de V. 
s+1* * n 

3XERCÍCI0S 

1.5*22: Demonstre o Lema 1.5*21 (use 1.5*18). 

1.5*23! Se V 1 e são espaços vetoriais e 

P = {v 1 ,v 2 ,...,v s }, p» * {u 1 ,u 2 , . . . ,u n J são ba- 
ses de e V 2 respec i; ivamente , mostre que 

3 © p 1 * { (v.^0) , ( v 2 ,0) » . . * , (v gJ 0) , ( 0 , u 1 ) , . . . , (0,u n )} e 
xraa base para © V 2 . 

Já mostramos que duas bases quaisquer de um espaço 
vetorial possuem o mesmo número de elementos. Por outro 
lado, espaços vetoriais de dimensão finita sempre têm ba- 
ses. A seguinte definição faz, portanto, sentido: 

DEFINIÇÃO 1.5*24 - Seja V um espaço vetorial de dimensão 

finita. A dimensão de V (sobre K) e 
0 número de vetores de uma base qualquer de V sobre K. 
3e V não e de dimensão finita diremos que V tem dimen 
3ao infinita. 



iXERCfCIOS 

1*5*25: De um espaço vetorial de dimensão infinita. 
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1.5*26: Se V^, tem dimensão s e Vg dimensão n, qual 
a dimensão de © V^? 

LEMA 1.5*27 " Se á dimensão de V é n e os vetores 

v l’ v 2'"-’ v n £ eram v então v i ,v 2 ,# ** ,v n 

constituem uma base para V. 

Demonstração : Já sabemos que se v i> v 2 ,,,,,v n 6 eram v 
e são linearmente independentes formam uma 
base para V. Suponhamos, por absurdo, que v 1 » v 2 ,, **» v n 
não são linearmente independentes* É então verdade que uih, 
dos vetores v 2'*** ,v n ® combinação linear dos que o pre 

cedem (por quê?). Seja v^ o primeiro vetor que e combi- 
nação linear dos precedentes. Como na demonstração de 

1 . 5 . 15 , o conjunto { Vj_, v 2 » ,, * ,v i-l’ v i+l'* # " ,V n? gera V * Se ® s “ 
te conjunto não e linearmente independente, repitamos o 
processo. Eventualmente, chegaremos a um conjunto formado 
por vetores linearmente independentes que geram V. 0 nú- 
mero de elementos deste conjunto sera estritamente menor 
que n, uma contradição. 

LEMA 1*5*28 - Seja V um espaço vetorial de dimensão n. 

Se os vetores v i» v 2 , *** ,v n sao linearmen “ 
te independentes ' então formam uma base para V. 

Demonstração : Se v i» v 2’* ,,,v n nao f ' ormam uma base para 
V, como uma base e um conjunto linearmente 
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independente maximal, vem que existe v n+1 £ v tal < 5 ue 

v v n+1 sâo linearmente independentes, mas isso 

contradiz o Lema 1*5*16. 

EXERCÍCIO 

1.5.29: Seja V = e W o subespaço gerado por (l,l,4). 

A partir da base de W formada por (l,l,4) ache 

3 

uma base para R . 
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CAPÍTULO 2 

TRANSFORMAÇÕES DO PLANO 
2.1 - Funções ou transformações 

DEFINIÇÃO 2.1.1 - Dados dois conjuntos A e B, uma fun- 
ção de A em B e uma lei de corres- 
pondência (uma regra) que a cada elemento x € A associa 
um único elemento f (x) 6 ' B. 0 conjunto A é chamado 
domínio da .função f e B contra-domínio de f . As fun- 
ções são também chamadas de aplicações ou transformações . 

EXEMPLOS 

2.1.2: Seja A o conjunto dos números reais, B também o 

2 

conjunto dos reais e f:A -* B dada por f(x) = x , 
Vx 6 A; ou seja, f e a função que a cada número real 
associa o seu quadrado. 

2 

2.1,3: Tomemos A como sendo o plano R , onde escolhemos 
um ponto fixo 0. Seja B o conjunto dos números 
reais e f:A -* B a função tal que f (P) = distância de 0 
a P, V-P ê A. 

2.1.4: Seja f a função que a cada ponto do globo terres_ 
tre associa, em um certo momento fixo, a sua tempe- 
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ratura e pressão atmosférica. Se fixarmos unidades para a 
medida da temperatura e pressão, f será uma função cujo 
domínio é o conjunto dos pontos da superfície terrestre e 
cujo contra-domínio será o conjunto dos pares ordenados 
de números reais . 

2.1.5: Dado um conjunto A qualquer, temos a função iden - 
tidade em A: é a função 1^ cujo domínio 4 A, o 
contra-domínio também é A e tal que í^(x) = x, V x£A. 

2.1.6: Se A e B são conjuntos, e p 6 B, temos a fun- 
ção constante de valor p, fp: é a função de do- 

mínio A, contra-domínio B e tal que fp(x) = p, VxÇA. 

DEFINIÇÃO 2.1.7 - Duas funções f:A -» B e g:C-*D são 

iguais se A = C, B = D e Vx£A, f(x) = 

= g(x). 

EXEMPLO 

2 

2.1.8: Seja f:R -+ R dada por f(x) = x . 

Se R + = {x € R t.q. x i 0} , seja g:R -4 R + da- 
da por g(x) = x 2 . Vemos, por nossa definição., que a fun - 

ção f é diferente da função g . 

DEFINIÇÃO 2.1.9 - Dada uma função f :A -> B e xÇA, dize- 
mos que o ponto f(x) Ç. B é a imagem , 



por f , do ponto x. 0 conjunto de valores de f é o sub- 
conjunto de B formado pelos pontos que são imagens, por 
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*, dos pontos de A: {y € B|a x Ç A com f (x) y} • Da- 
Lo um subconjunto C de A diremos que sua imagem pel a 
iplicação f e o conjunto f(c) = {y€B|3 x€C com f(x)=y}. 
tssim, f ( a) e o conjunto dos valores de f. 

SXEMPLO 

2.1.10: Tome fiR-> R dada por f(x) = x 2 , Vx£R; então o 
conjunto de valores de f é R + . 

Dada uma função f : A -4 B , denotamos também que 
y = f(x) por x y . Assim a função do Exemplo 2.1.10 
fica caracterizada por sua lei de correspondência x >-x . 

DEFINIÇÃO 2.1.11 - Uma função fiA ■+ B e' ínjeto ra se, 

V x ,y 6 A, x ^ y, então f(x) £ f (y)* 
Ou seja, uma função Ínjetora transforma pontos distintos 
em pontos distintos. 

EXERCÍCIOS 

2.1.12: De um exemplo de uma função Ínjetora. 

2.1.13: Dê um exemplo de uma função que nào. é Ínjetora. 
2.1.14: Mostre que uma funçêo f:A -* B é Ínjetora se e 

somente se, dados x.y € A, f(x) = f(y) acarreta 

que x s y« 

✓ 

DEFINI Çã.0 2.1.15 - Uma função f:A -♦ B é sobre je tora se 

o conjunto de valores de f © igual 
a B ; ou seja, se V-y € B, 3 x 6 A tal que x « *- y» 
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A função f:R -* R dada por x^x 2 nâo é sobre- 
jetora. A função identidade 1 a iA -4 A e sempre sobreje- 
tora (e também injetora). Uma função que é ao mesmo tempo 
injetora e sobrejetora recebe um nome especial: 

DEFINIÇÃO 2.1.16 - Uma função f:A -4 B é bijetora se é 

injetora e sobrejetora. 

Se f:A -♦ B e bijetora, então, dado y 6 B, arbi- 
trário, existe um e somente um x £ A tal que f(x) = y. 

EXEMPLOS 

2.1.17! Sejam A = B = R 2 e f, R z „ R 2 dada por 

( x .y ) 1 *■ (sen x, cos y) . Então f nâo e' injetora 
pois f(x,y) = f(x + 2KTT,y+2Kn) onde K 4 um inteiro qual 
quer; por outro lado, f também nao é sobrejetora, pois 
note que ] (sen x, cos y)| £ 1 portanto o conjunto de va 
lores de f está contido na circunferência com centro na 
origem e raio 1. 

2.1.17: Considere a função f:R 2 -> R dada por (x,y)~x+y. 

Esta função é sobrejetora (demonstre isso) mas 
nâo é injetora (por quê?). 

2.1.18: Se f:R 2 R 3 é a função (x,y)>—(l, x ,2y) , ent âo 
f 4 injetora; com efeito, se f^.y^ = f(x 2 ,y 2 ), 
então = (l,« 2> 2y 2 ) logo x x = x g , y p = y £ . 

No entanto, f não 4 sSbre! o ponto (2,3,5) nâo é imagem, 
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po:r f, de nenhum ponto do R 2 ( 0 bs.: sÔbre „ sobre jetora) 

2.1.19: Seja f;R 2 -► r 2 dada por (x,y ) •-* (2x+5, 3y+2 ) . 

Esta função e bijetora. Com efeito, se 

: ( X l ,y l) = f ( X 2 ,y 2^» en tão (2x^+5 , 3y 1 +2 ) a (2x 2 + 5,3y 2 +2 ) 
í assim X;L = x 2 , Yi - e dado ( a ,b) g R 2 , o ponto 



a-5 



‘ x o ,y 0 ) 6 R tal <l ue x 0 = ~2 
>riedade de que f(x o ,y Q ) = (a,b). 



b -2 

y o = — 0 — goza da pro- 



>EFINIÇão 2.1.20 - Sejam f:A -» B, g:B -4 C funções. A 

composta de f com g, g.f^ e a fun- 
ao de domínio A e contra-domínio C definida por 
1 -^ g(f(x)), V-xÇAj ou seja (g.f)(x) = g(f (x) ) , YxÇ A. 

A fim de poder compor duas funções f:A -4 B, g:C- 4 D, 
xigimos que B = C, ou seja, o contra-domínio da primeira 
eve ser igual ao domínio da segunda. A operação de compor 
unções pode ser melhor entendida com o auxílio da figura: 




'CEMPLOS 

.1.21$ Se f:R -» R e g:R -4 R 2 são dadas por f(x) = 
= x+5, g(x) = (x,e X ) então f.giR -4 R 2 



e dada 
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por x 


/ K x+5v 

(x+5 »e ) 


• 






2.1.22 


: Sejam f : R 


-4 R, g:R R 


dadas por 


f(x) = x 2 , 




g(x) = x + 


cos x, então 


(g.f):R 


R e dada por 


2 

XI- X 


+ COS (x 2 ) , 


enquanto f«g: 


:R R será dada por 


x — ( 


\ 2 

x + cos x; . 










E fácil ver 


que se f:A -4 


B, g:B -4 


C e h:C -4 D 



sâo funções, então h(g-h) = (h-g)f. (A composição de 
funções é associativa). 

EXEMPLO 



2.1.23: 


Se- T,S:R 2 -4 R 2 


são 


dadas por 


T(x,y) = 




= (cos x , sen. y ) 


e 


S (x 


,y) = ( 


e^jy) , então 


(T.S) (x 


,y) = (cos e X , sen 


y) 


e 


(S.T)( 


\S / cos X 
X, yY - (e » sen 



vemos assim que T.S / S.T. (A composição de funções não 
é, em geral, comutativa). I 

LEMA 2. 1.24 - Se f:A -4 B é uma transformação sobrejeto- 



ra, então existe g:B -4 A tál que f »g - 
Dizemos que g e uma inversa à direita de f . 

Demonstração : Sabemos, como f e sobre, que Yy€B, 3 x£A 
tal que f(x) = y. Então, dado y em B, 
defina g:B -4 A por g(y) = x, onde x e tal que 
f(x) » y e e imediato ver que f»g = lg. 

EXERCÍCIO 

2.1.25: Mostre que, se f:A -4 B e sobrejetora mas não é 
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injetora, então existem pelo menos duas funções diferen- 
tes g lf g 2 :B -* A tais que f-g-^ = f -*-6* 

LEMA 2.1.26 - Se f:A -* B e uma transformação injetora, 
então existe g:B ■+ A tal que g*f = 1^* 
A função g e chamada de uma inversa à esque rda de — f. 



Demonstração : Seja C s B a imagem de f. Então, se 

x 6 B, ou x € C , ou x g' C; caso x 6 C, 
existe um único z 6 A tal que f(z) = x. Definiremos , 
g:B -* A como segue: 



g(x) 



onde f(z)=x, se xÇC 



z , z fixo em A, se x / C, 
o’ o 



Então g • f ( z ) = g(f(z)) *= z* como ® imediato veri- 
ficar para todo z € A. 

EXERCÍCIOS 

2,1.27: Mostre que se A tem mais de um ponto e f:A -» B 
e injetora mas não e sobre jetora, então existem l 
pelo menos duas funções, g^g^B -♦ A, distintas, tais que 
g-L-f = g 2 *f = 1 A * 

2.1.28: Seja f:A ■* B uma função. Prove que, se existe 
g:B -> A tal que f*g = lg , então f e sobreje- 



tora . 




-50- 



2.1,29: Se f:A -» B e uma função e existe g:B -♦ A tal 
qu.e =3 1^, então f 4 injetora. 

Eí fácil ver que há funções injetoras que não são 
sobrejetoras e funções sobrejetoras que nâo são injetoras, 
e portanto há funções que possuem somente inversas à di- 
reita ou somente inversas à esquerda. As funções que pos- 
suem inversa à direita e à esquerda levam um nome especiais 

DEFINIÇÃO 2.1.30 - Uma função f : A -» B 4 inversível se 

existe g:B -► A tal que f.g = 1 e 

B 

= 2 a* ( 0u seja, g e uma inversa à. direita de f e 
também uma inversa à esquerda de f). A função g 4 dita 
ser uma inversa de f. Observe que se f 4 inversível, 
então f e' injetora e sobrejetora, logo bijetora (isso 
se segue de 2.1.28 e 2 . 1 , 29 ). A reciproca e verdadeira: 

LEMA 2 . 1.31 _ Se f e sobrejetora e injetora, então f 
4 inversível. 

Demonstração: Mostraremos que se f:A -4 B possui uma in- 
versa à direita • g:B -♦ A e uma inversa à 
esquerda h:B -♦ A, então g h; com efeito, sabemos que 

- Ig 6 ? m g » 1^, logo h«(f«g) ss h.lg , assim 
(h.f).g = h e 1 A «g = g = h.. 

Se a função f :A -+ B tem uma inversa g (ou seja 
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g:B -4 A tal que f*g = lg, g»f ta 1 A ) , então g e única, 
o que e uma conseqüência trivial de 2.1. 31» Podemos, por- 
tanto dizer que g é a inversa de f , e denotá-la por 

f" 1 . 

EXERCÍCIOS 

2.1.32: Se f:A -* B e inversível com inversa f ^:B ■+ A, 
mostre que a função f _1 e inversível e que sua 
inversa 4 f . 



2.1.33: Mostre que se f:A -♦ B, g:B -4 C sao funções in- 

.-1 



versáveis, então g»f será inversível e (g»f) 






2.1.34: Seja R ++ = (x Ç R| x > 0] e considere as funções 
f:R -♦ R ++ e g:R ++ -* R dadas por f(x) t= e X e 
g(x) sz -tnx . Mostre que f 4 inversível e que g e a in- 
versa para f. 

• r / n 



2,2 - Transformações do plano 

Particularizamos, agora, o nosso estudo das fun- 
ções . 

DEFINIÇÃO 2.2,1 - Uma transformação do plano 4 uma função 

f cujos domínio e contra-domínio são 

. 2 
aguais ao R . 
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EXERClGIOS 

2 2 

2.2.2: Se f:R -+ R é uma transformação do plano, o que 
significa: 

a) f e sobrejetora? 

b) f e injetora? 

c) f e inversível? 

2.2.3: Seja f:R 2 R 2 dada por (x,y)i-»- (e X cos y,e X sen y )} 
esta função e sobrejetora? e injetora? 

2 2 

2.2.4: Considere f:R -♦ R dada por f(x,y) = 

= ( 2x+y , 3x-4y). Será f injetora? e sobrejetora? 

2 2 

2.2.5* Seja ainda f:R -+ R dada por f(x,y) = 

/' 

= (2x+y, 3x-4y) . Qual o ponto f(l,0)? Qual o pon- 
to f(0,l)? mostre que f(5,l) » 5,f(l,0) + l.f(0,l). 

2.2.6: Se f:R 2 -♦ R 2 e dada por (x,y) ^(2x,3y+x) , ache 
f(3,l), f(5,2), f ( 4 , 3 ) , f(-7,l), f(l,0) e f (O, l) 
e, para cada um dos quatro primeiros casos, ache a e b 
tais que f(x,y) = a f(l,0) + b(0,l). 

2.2.7* Considere a transformação do plano dada por 

^(xiy) = (x+5,y+7) e mostre que ela e inversível. 
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\ 



Ache sua inversa. Ache f(0,0). Seja L a reta y = 2x. 
Se p £ L, calcule f(p). Se p Ç. L, . qual o lugar geomé- 
trico dos pontos da forma f(p)? Se C={ (x,y)€R |x +y «1} , 
ache o lugar geométrico dos pontos da forma f (p) onde 
p € C. 

2.2.8; Seja f;R R dada por (x,y ) - (x-y , x+y ) e 

calcule o lugar geométrico dos pontos da forma 
2 2 

f(p), onde p € ((x,y)|x +y = l] . Ache a imagem por f 
de uma reta passando pela dirigem. Ache a imagem, por f, 
de uma reta qualquer. 

Passaremos, agora, a estudar vários tipos importan 
tes de transformações do plano. De agora em diante, os 
pontos do plano serão denotados também por matrizes colu- 
nas 2x1; escrevemos por exemplo, o ponto p = (*) . 

DEFINI ÇXO 2.2.9 - Uma translação T do plano é a trans- 
formação do plano dada por T(*) = 

= ( x + a ) a e b números reais, os quais sâo chamados de 
v y+b' 

parâmetros da translaçao. 0 Exercício 2.2,7 já apresentou 
um exemplo de translação, 

Uma translação fica perfeitamente determinada se 

I 

conhecemos seus parâmetros a e b. É fácil ver que uma 
translação é inversível e sua inversa é uma translação 
(quais são os parâmetros da inversa?). 0 seguinte resul- 
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tado e também de fácil verificação: 




LEMA 2.2.10 - Se T:R -+ é uma translação, então 

Vp.q e R 2 , d( p ,q) = d(T(p),T(q))} . se L 
e S são duas retas, suas imagens por T são retas e o 
angulo entre as imagens e igual ao ângulo entre L e S. 
Em particular retas paralelas são transformadas em retas 
paralelas. Dado um polígono do plano, sua área e preser- 
vada por T. 

Um outro tipo importante de transformação do plano 
e o seguinte: 



DEFINIÇÃO 2.2.11 - Uma rotaçao R^ do plano e a transfor 

mação dada por 




/ x cos 0 - y sen 0 * 
' x sen 0 + y cos 0 ' 



O parametro 0 e chamado o ângulo da rotação, e 

uma rotaçao de ângulo 0 é denotada por Rq, 

Observe que, usando a notação matricial, podemos 

escrever a expressão para R Q 

9 



como 




-55- 



/Xv __ /cos 0 - sen ÔwXv 
K 0'y' ~ 'sen © cos 0^'y' 

de maneira que se p tem coordenadas (*) as coordenadas 

de R 0 (p) são achadas multiplicando .as matrizes acima. 

_ . /cos 0 - sen 0\ / , , _ 

Dizemos que ( ~ e a matriz de R Q , 

M v sen 0 cos ©' 0 

Os seguintes fatos são de fácil verificações: 

LEMA 2.2.12 - Dadas duas rotações R~ , R Q então 

Ü 1 y 2 

%• R e a = r g 2 - % " R (0 1+ e 2 ) e H e “ I * 

Uma conseqüência imediata de 2.2.12 e que as rota- 
ções são inversíveis e a inversa de R Q é » com 

efeito, pelo íema, ■ R^ ^(e) c ^ » ° Q u ® 

demonstra nossa afirmação. 



EXERCÍCIOS 



2.2.13? Mostre que uma rotação transforma retas em retas 
e círculos em círculos. 

2.2.14: Dadas duas retas L^ e Lg que fazem entre si 

um ângulo a, mostre que suas imagens por uma ro- 
tação fazem entre si o ângulo a. 



2 

2.2.15? Seja C a curva definida por 2xy = a . Se p£C, 
qual o lugar geométrico dos pontos R ( -TT /Z|) (p) ? 



Já vimos que R^ • R^ . 



que 



e note também 
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cos Gj-aen 6 cos Qg-sen 9 cos (© 1+ 0 2 ) - sen^+O^ 

sen © 1 cos 9 1 sen 0 2 cos © 2 ' B ^sen ( 0 ) 003 ( 0 ^©^ 

de maneira que para achar a composta de duas rotaçoes e 
suficiente multiplicar suas matrizes. 



Em geral, dada uma matriz arbitrária 2x2, 

^11 a l2 

A = (a 21 a 22 ^ ela define sempre uma transformação T do 
plano dada por 



t aÇ) - ( &11 ai2 )C). 
a 21 a 22 



EXEMPLO 

2.2.16: Tome a matriz A = (f x \) e considero a transfor 
mação T a . Então, 



T ( X ) = ( 2 5\/X\ - ( 2x + 

• aV Z )K y } ~ ' — x + 2 y ' * 

Em particular, T^) = (_*) e = (|), ou seja, a 

primeira coluna da matriz A dá as coordenadas do trans- 
formado do primeiro vetor da base =: ( 1 , 0 ), © 2 * (0,l) 

do plano. Analogamente, a segunda coluna da matriz A dá 
as coordenadas de. T A (e 2 ). Observe, tambám, que 

T aÇ) = (!* : %) = A.\) + y (|) - X T A (e x ) . y T A (e 2 ). 

Desta maneira, o valor de T A para um vetor qual- 
quor ( y ). do plano fica perfeitamente determinado pelos 
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valores de T nos vetores (q) e (°). 




T(e x ) 



Em verdade , se v^^ e v 2 


são vetores 


do plano, 


entSo + r 2 v 2 ) = 


+ r 2 T A (v 2)- 


Com efeito, 


se 


X. x_ 


2x i + 5 y i 


2x 2 + 5yb 
^ A (v2) = (.x 2 + 2y2 ) 


V 1 = ( yi )> v 2 = ( y,,)> T A (v 1 ) “ 


/ i ±\ 

V ' x l +2y l 



Por outro lado, 

, v 2 5 + r 2*a 

T.(r n v + r v ) = ( M J - 

A 1 1 2 ^ -12 r^! •+ r 2 y^ 



/ 2r 1 x 1 + 2r 2 x 2 + ^ r l y 1 + 5r 2 y 2* ( 2X 1 + 5y l. 

- r l X l - r 2 X 2 + 2r l y l + 2r 2 y 2 1 - X ! + 2y l' 



2 x_ + 5y P , , v 

+ r 2 ^ -Xg + 2y 2 ) = r l T A<V + r 2 T A< V 2> ‘ 

Uma transformação T:R 2 -* R que satisfaz a equa- 
ção T(r lVl + r 2 v 2 ) = r 1 T(v 1 )+ r 2 T(v 2 ) diz-se linea r . 
Acabamos de ver que a transformação do plano induzida por 
uma matriz A 2x2 4 linear. A recíproca também 4 verda- 

deira, como demonstrado a seguir: 
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TEOREMA 2.2.17 - Seja T:R 2 -* R 2 uma função tal que, 

^ r l ,r 2 € R * v l ,v 2 Ç r2 » T ( r i v i +r 2 v 2^ = 
- r x T(v x ) + r 2 T(v 2 ). Então, se T(J) = (*1) , T( J) - (^) , 

temos que 



• T( P = . *Ç) e R 2 

D^onstração, Com efeito (*) = *($) + y(°) de maneira 

que Tp = T(x(J) + y(°)) = xT(£) '+. yT(°) = 

- *(>) + y(>) = ( xai + y N A b i )( x) :■ ■ 

a 2 ^2 xa 2 + ^^2 'a_ ^ ' ' v * 



^ a 2 b 2 / Vy/ 



EXERCÍCIOS . - 

2.2.18: Mostre que, dadas duas transformações do plano 

T 1 0 T 2 definidas por matrizes . Mj^ e Mg, en- 
ta° a transformação^ T 2 o T^R 2 -» R 2 se ra' definida pela 
matriz Mg«M 1 (Sugestão: faça as contas!). 



2.2.19: Mostre que a transformação identidade I*R 2 ^ R 2 
e linear. Qual a matriz definida por ela? 

Uma conseqilencia dos Exercícios 2.2,18 e 2,2.19 á 

que se a matriz A e inversível, então a transformação 

T a será inversível. Com efeito, por 2.2.18 a matriz de 

Wl é a matriz identidade 2X2 (por que?), logo 

T A* T a -1 = - 1 » 0 ° mesmo ocorre com T a «i*T a e assim a 

transformação T A possui uma inversa, que será T 

• ? . A" 1 



I 



J 
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' O Q 

DEFINIÇÃO 2,2,20 - Seja T*R' «♦ BT uma transformação li- 
near do plano. O niícleo de T e o sub , 
conjunto do plano formado pelos vetores o V tais que 

Tv = 0: "• ; / ' ‘ : 

N(T) = [v € R 2 |T(v) = 0} 

EXEMPLO 

O O 

2.2.21: Seja TtR *♦ R dada por (x ,y) ^ (x-y *x+y) • Para- 

achar- N(t), se v = (x,y) Ç n(t) então . 

T(vj = (x-y,x+y) » (0,0), ou seja 

I 

x-y * 0 

X+y a 0 : s ';i r ;.-. , 

e assim x « y * 0, Desta maneira, ,n(t) ;» { (0,0)} • 

Observe que achar N(t) recai - em estudar um sis - 
tema linear homogêneo . : u< ' r. > : "U- } ,* 

EXERCÍCIO : r ’ • •• ■ 

2.2.22: Dada X»R -♦ R uma transformação ; linear do pla- 
no, mostre que o vetor nulo sempre pertence a ’ 

n(t). ■ . ■ . ' ! vy.'W: . : ■ 

EXEMPLO . .. , . : 

' f * ; 

2.2.23: Se T:R 2 ■+ R 2 4 definida por (x,y ) »-+ (x+2y,-2x-4y) 

.r ./•" V- : •; 

ache o núcleo de T. t ■ - i .-\ 

; ■ . \ y , 

Mais uma vez, se v n (x,y) 6 Ni*!), então 
T(v) a (x+2y, -2x-4y) ■ (OjO) ou se ja ?i K . •> .... „ • .... > 
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x + 2y bs 0 
2x + 4y =s 0 

e este sistema tem a solução geral (-2y,y) ; logo, 
v Ç N (t) v = (-2y ,y) , ou seja v € N(t) se e somente 
se v está sobre a reta L definida por (-2,1), 




EXERCÍCIO 

2,2,24: Seja T A :R R definida pela matriz A =* (J 

Verifique se T A e sobre. 

A 

0 exercício acima mostra que testar se uma trans- 
formação linear do plano é sobre reduz-se a resolver um 
sistema linear (não homogêneo!). 



EXEMPLO 

2.2.25: Seja T:R 2 -♦ R 2 definida pela matriz (^ ^) e 
calculemos sua inversa; 



/I 0 1 4\ ,1 0 

V 0 1 2 2 ; W 1 



1 

0 




/3 o 

U 2 



3 12x 

0 -12 ' 



-► 



fí 2 3 0 ) ( x /3 2/3 1 Ov 

v -4 2 0 -12' ** W/3 1/6 0 l' 



e assim a matriz de 



.-1 



jerá r/ 3 2 /3). 

-1/3 1 / 6 ' 
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Tanto as rotações como as translações preservam 
distâncias entre pontos. Um exemplo importante de trans- 
formação que não faz isso 4 o seguinte: 



DEFINIÇÃO 2.2.26 - Uma transformação de semelhança e a 

transformação S k definida por 




Tentemos comparar as proprie'dades de uma transformação 
de semelhança (ou, simplesmente, semelhança) com as pro- 
priedades que já conhecemos das rotações e das translações 
Em primeiro lugar, S não preserva distâncias (exceto se 
hssl) . Se k > 1, d ( p , q ) < d( S k (p) , S k (q) ) e se k < 1, 
d(p,q) > d(S k (p) ,S k (q) ) . É óbvio que uma reta b passan- 
do pela origem e invariante sob S k (isto é, se P € L, 

S (p) 6 L) . Vejamos como S, transforma uma reta qual- 

iv ^ 

quer : 

Q 

Seja L = {(x,y)ÇR | ax + by + c = 0) e tome 
p «= (y) » P € L; então, S k (p) = (*,) * (£*) logo x = 

* x f A» y = y’/ k e assim ^x 1 + ~-y«+c = 0 



donde 




- 62 - 






ax» + by* + ck » 0 e provamos que uma semelhança trans- 
forma retas em retas. 

Deixamos como exercício estudar a açâo de uma se- 
melhança sobre círculos. 



EXERCÍCIOS 

2,2.27* Seja C um círculo de raio r e centro p =(x ,y ); 

Em que figura a semelhança transforma C? 

2.2.28: Decida se uma semelhança altera ou preserva o ân- 
gulo entre duas retas . 

2.2.29: Mostre que uma semelhança S k e inversível e que 
a inversa e uma semelhança. 



DEFINIÇã.0 2 . 2 . 3 O - A reflexão em torno do eixo 0 



e a 



transformação do plano R definida 



por 



My> = <0 = O 

A reflexão em torno do eixo 0 



Ry definida por 



\(y) = Co X> " Cp 



e a transformação 



EXERCÍCIO 

2,2.31* 0 que e a transformação R«R? e R»R? Cal- 

x y y x 

cule R 0 r e R 0 R . Prove que R e R 
xx y y x y 

sao inversíveis e calcule suas inversas. 
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DEFINIÇãO 2,2.32 - Um alongamento paralelo a 0^ 6 a 

transformação do plano definida por 

Vp‘= & = (o wo. 

Se k < 1, temos uma compressão ao longo de 0^., 
Se k > 1, teremos um alongamento propriamente dito ao 
longo de 0^.. 

Observe que uma reta passando pela origem e trans 
formada, por um alongamento, em uma reta passando pela 
origem (como muda o coeficiente angular da rota?) . 



EXERCÍCIOS 



2.2.33S Decida se um alongamento paralelo a 0^. trans- 
forma retas em retas. 

2.2.34: Se C = { (x,y )£R 2 | x 2 +y 2 = l) , ache a imagem de C 
por um alongamento paralelo a 0^., 

2.2.35: Dadas duas re;tas e , estude como muda o 

ângulo entre elas após aplicarmos às mesmas um 
alongamento paralelo à 0^. 

2.2.36* Defina, de maneira análoga a 2.2.32, um alongamen 
to paralelo a 0^ e resolva os Exercícios 2.2.7» 
2.2.28 e 2.2.29 relativamente a esta transformação. 



2,2.37* Dado A^ um alongamento ao longo de 0^ e 

um alongamento ao longo de 0^., ache a transfor 
çâo * Aj, • 2 verdade que A k • Afc * • A k ? 
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DEFINIÇãO 2 . 2.38 - Um cisalhamento paralelo a ° x ® uma 

transformação do tipo 

c k(p = (oí)Ç) k <í 0 . 

Um cisalhamento paralelo a 0 y e uma transforma- 
ção da forma 

c k Ç) = Op k ^°- 

EXEMPLO 

^ 2 2 

2.2.39: Seja o círculo x +y =1 e apliquemos a êle um 
cisalhamento paralelo a 0^.. Sabemos que 
C k(y) 53 (yi) = ( X y ky ) logo x ’ = x + ky , y 1 = y e ve- 
mo3 que (x* -ky ' ) + (y 1 ) 2 = (x ' ) 2 +k 2 (y >■) 2 + (y >-) 2 -2kx'y > = 1 

que e a equação de um elipse (por quê?). 




EXERCÍCIOS 

2.2.40: Como se comportam retas sob a ação de um cisalha- 
mento? 

2.2.41: Qual é a composta de um cisalhamento paralelo a 
° x com um cisalhamento paralelo a 0 y ? A ohdem 
da composição afetará o resultado? 
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BJ bem sabido que uma matriz quadrada A, nxn, é 
inversível se e somente se pode ser transformada na ma- 
triz identidade nXn por um número finito de operações 
elementares sôbre suas colunas. As operações elementares 
são x 

1) trocar as posições de duas colunas 

2) multiplicar uma coluna por uma constante não nula 

3) somar a uma coluna autra coluna. 



A 

no 

1 ) 

2 ) 



Estas operações podem ser efetuadas multiplicando 
à direita pelas chamadas "matrizes elementares" que, 
caso 2x2 sao: 

trocar as posições de duas colunas: M 1 » q) 



multiplicar uma coluna por uma constante nao nula: 






= f° °) 
*•0 



"í = (o c> 



3) somar a uma coluna outra coluna: 

M 3 = ( X 0 1) ou M. = (* í) . 

As matrizes e definem cisalhament os , 

Mg e M^ alongamentos. Quanto a M^, e fácil de ver que 
define uma reflexão em torno da reta y = x. 

Por outro lado, uma matriz quadrada pode ser trâ.n£ 
formada na identidade por transformações elementares se e 
sòmente e um produto de transformações elementares (por 
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qu©? Quais são as inversas das matrizes elementares?) des 
ta maneira podemos chegar ao seguinte resultado: 

TEOREMA 2.2.42 - Seja T uma transformação do plano de- 
finida por 

?( y ) = ( a "' I 12 )(") 
y a 21 a 22 7 

a ll a i2 

onde a matriz ( ) é inversível. Então T e a com 

a 21 a 22 

posta de cisalhamontos , alongamentos e reflexões. 

EXEMPLO 

3 6 

2.2.43: Se A = ^) > exprima a transformação definida 

por A na forma do Teorema 2.2. k. 

Temos que 



12 -12 



O 12 
■1/9 8 

■2/9 **4 



18 0 

12 3 

6 2 

0 -1 



- V 9 2/3 
-2/9 -1/3 



e assim 



f 1 °) = /2 0\ /I Os /l ls /-3 Os /I Os 

i ' 4 3 ; '0 V '0 - l ' ' 0 1 ' ' 0 V <0 4 ' 

,1 Os f -l/l8 Os /I 0 v 

v K 0 1> ^o 1/12 ' lo e° 



- 67 - 



V 1 

h 7 



( 3 6 ) = í 1 ) r 1/8 °r 1 r 1 °r 1 r 1 

3' ''O l/l2' ^ 0 l' ^1 1 ' ^0 

/-3 °r 1 í 1 1 r 1 i 1 °\" 1 °i _1 c 1 o ^ /- 18 

'•0 1' 'o l' '•0 -l' ' 0 1' “ l 0 12' ' 0 l' 

í 1 °) t 1 r 1/3 °) í 1 - 1 ) í 1 °) f 1 / 2 °) 

V -1 1' ''O 1/4-' ' 0 1' ^0 1 ' ^0 -1^ ^ o l' 

duto de alongamentos, cisalhamentos e reflexões. 



um pro 




- 69 - 



CAPÍTULO 3 

TRANSFORMAÇÕES LINEARES 

Passamos, agora, ao estudo do que realmente nos in 
teressa, as transformações lineares entre dois espaços ve 
toriais V e W. Tal estudo, já foi preparado pelo mate- 
rial do Capitulo 2, que servirá de exemplo e de motivação. 

3.1 - Definição e generalidades 

DEFINI çXo 3*1.1 - Sejam V e W espaços vetoriais sobre 

um mesmo corpo K. Uma transformação li- 
near T:V -► ¥ 4 uma função de V em W que satisfaz às 

propfiedades : 

/ 

1) V u , v 6 V, T(u+v) = T(u) + T(v) 

2) i/k Ç K, v € V, T(kv) = kT(v) 

0 Capitulo 2 nos fornece exemplos de transformações 
2 

lineares (lá V = W = R ) . Uma maneira bem geral de obter 
transformações lineares, quando V e V são de dimensão 
finita 4 a seguinte i 

EXEMPLOS 

3.1.2: Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão fini_ 
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ta, onde dim V = n, dim W = m. Toda matriz A mxn com 
coeficientes em K dá origem a uma transformação linear 
T^:V -4 W; com efeito, seja { v^, v^ , . . . ,v n ) uma ^ ase de V 
e [w^ , Wg , , . . , w^j uma base de W. Se v = £x^v_^, defina 
T^(v) como sendo o vetor de W cujas coordenadas, na 
base í w i » w 2 1 * * * * w m^ sao 03 coe í’ :i - c i en 'fc es da matriz mXl 



n 



Então T A (kv) = kT A (v) , pois 



kx^ ^ 




1 -n 






' 1 


• 


= kA 


# 


• 




. 


kx 




i X. 


n i 




I n/ 



e T a (v 1+ v 2 ) = T À (v x ) + T a (v 2 ) visto que 





1 *i) 




1 *i | 




f*il 






A 


• 

i X n, 


+ 


1 1 


= A 


1 X n, 


+ A 


• 

X* 

1 n 



2 3 

Por exemplo, se V = R , V =s R 



* ». 



4 

-2 

1 



então , 



tomando em ambos os espaços .as bases canônicas, temos que 

O 

as coordenadas de v s= (^) serão dadas pors 



4 

-2 

1 



19 

15 

3 



Veremos, em breve, que o método do Exemplo 3.1.2 
nos dá todas as transformações lineares entre dois espa- 
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ços vetoriais de dimensão finita, 

LEMA 3.1.3 - Se T:V -» W 4 uma transformação linear, e 
0 e o vetor nulo de V, então T(0) será o 
vetor nulo de W. 

Demons traçao . Com efeito, como O s 0*0 temos que 
T(o) = 0»T(0) e como 0 «t( 0) = 0 
segue-se que T(0) = 0. 

LEMA 3 .I .4 - Uma função f:V W e uma transformação li- 
near se e somente se,Vk^,k 2 € K, v 1 ,v 2 Ç V, 
temos que Tfk^.j+kjVg) = k 1 T(v 1 ) + k 2 T(v 2 ). 

Demons tração s Pelo Axioma 1, T ( k i v i + k 2 V 2^ a T ^ k l v l^ + 

+ T(k 2 v 2 ) e usando o Axioma 2 vem que 
T ( k l V l) + T ( k 2 v 2^ 55 k l T ( v i) + k 2 T ( v 2 ) , A recíproca segue- 
-se de que T ( k 1 v 1 ) = T ( k i v i + °' v 2 ) = k l T ( v l) e 
T(l«v 1 + 1 * V 2 ) = T(v 1 +v 2 ) = 1-t(v 1 ) + 1 *X( v 2 ) = T(v 1 ) + 

+ T(v 2 ). 

Uma transformação linear fica perf eitaraente deter- 
minada se conhecemos como ela transforma os vetores de 
uma base, como e provado a seguir: 

LEMA 3*1.5 - Se T:V -♦ W e uma transformação linear, e 
{ v 2 , • • , , v n J e uma base de V, então T 
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fica perfeitamente determinada pelos vetores T(v^),t(v 2 )» 
...,T(v n ). 

Demonstração : Seja v € V, então v = . e assim 

T(v) = TjEx^v^) = Ex i T(v i ). Por outro lado, 
se S : V * W é tal que S(v ± ) = , i=l , 2 , . . . , n , vemos 

que S(v) = S(£x^v^) = Ex^^Sjv^) = Sx^T(v^) = T{Zx.^v^) ta 
■ T(v). 

. E5 importante frizar que, em geral, os vetores 
T(v. ) ,T( v 2 ) , . . . ,T(v n ) não constituem uma base para W e 
podem mesmo deixar de ser linearmente independentes, como 
o mostra o exemplo abaixo: 

EXEMPLO 

3.1.6: Seja T:R 3 -4 R 2 tal que T(x,y,z) =* (2x,x-y+z). 

3 

Se (e 1 ,e 9 ,e^J é a base canônica do R , vemos 
que TCeJ = (2,1)., t(o 2 ) = (0,-l) e T( ej ) = (0,l) e 

estes vetores não são linearmente independentes • • 

Já vimos que dados espaços vetoriais V e W , de 
dimensão nem respectivamente, toda matriz A mXn 
dá origem a uma transformação linear T A :V veremos 

agora, por outro lado, que toda transf ormaçao linear 
T:V -4 V dá origem a uma matriz mXn. 

DEFINI Çã.0’ 3.1.7 - Sejam V e V espaços vetoriais de di 

mensão finita, P * { v^,v,, , . . . , v^} 0 
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g* = { > w 2 * * * * » w m 3 "bases para V e W respectivamente 

e T:V -¥ W uma transformação linear. A matriz de T em 

relação às bases 3 » 3 1 > denotada por T]p , , e a matriz 

mxn cuja j-ésima coluna são as coordenadas de t(v^) na 

base P 1 (ou seja, a. . e a i-eslma coordenada, na ba- 

i J 

se 3 1 , do vetor T(v^)). 

Como exemplo, seja T:R^ -» dada por T(x,y,z) = 

= (x-y, x+2y+z) e tomemos 3»3* como sendo as bases ca- 
nônicas de R J e R respectivamente. Temos então que: 

T(v x ) e (l,l) » + w 2 

t (v 2 ) = (-1,2) = -w Jl + 2w 2 
T(v ) » (0,1) - w 



e assim 



-.fi /I -1 0, 

T] P- ’ 2 ‘ 



Convem salientar que a matriz de uma transformação 
T:V -¥ W é sempre tomada em relação a duas bases, uma em 
V e a outra em W. Mudando as bases mudará a matriz . 

EXEMPLOS 

3 2 

3.1.8: Seja mais uma vez, T:R -» R definida por 

(x,y , z ) (x-y , 2y+x+z) • Tome v^ » (l,0,0), 

v g = (0,1,0), v^ =* (0,0,1) e w x m (l,l), w 2 * (l,-l). 
Se 3 = í v 1 f v 2» v 33 , 3' 3 [ w !» w 23 » ach0 mos a matriz 
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T ] 3 

V 



Já sabemos que: 



T(v 1 ) =* (1,1) 
T(v 2 ) = (-1,2) 



T(v 3 ) = (0,1) 



Mas (1,1) = w x , (0,1) = i (v 1 -w 2 ); (-1,2) = 



= 2 W 1 " 3 /2 w 2 e podemos, portanto, escrever: 



g 1 1/2 1/2 

V 0 -* J /2 -|/ 2 



3.1.9* Tome V = V a R 2 , g = { Vj _ = (l,0), v 2 = (0,l)}, 



í 



W-, 



(l,l), w ? = (l,-l)} e considere a 



„ 2 2 q 

transf ormaçao identidade I:R -♦ R . Qual a matriz I]£ t ? 



Vemos que 1^) a v x = (l,0) = £ w x + § w 2 

T(v ? ) = v_ = (0,1) 1 



2 W 1 2 W 2 



o l/2 1/2 

assim I]^ j b 'l/2 l/2^ ° <lue mos ^ ra nao ser a matriz 



da transformação Identidade em relação a estas bases a ma- 

/ 

triz identidade 2x2. 



3.1.10: Seja P^ o espaço vetorial dos polinómios reais 



de grau S3 e consideremos a base 3 = {l,t,t ,t^] 



deste espaço. Se DiP^ P^ e a operação linear deriva- 
çao, a matriz D] ^ e achada como segue: 
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D ( l) -'0 
D(t) * 1 
D(t 2 ) - 2t 
D(t 3 ) « 3t 2 

logo 

o' 1 0 0 

0 0 2 0 

0 0 0 3 

0 0 0 0 

3.1.11: 0 conjunto dos números reais R constitui um es- 
paço ^vetorial sobre R. Seja TíP^ -> R a trans- 
formação linear definida por (a Q + a t + a.t 2 + a t 3 )i—a n 
(isto e, p(t) *+ p(o). Ê fácil verificar que T e de fa- 
to uma transformação linear (faça— oí). Uma base para o es 

. ' / , •• ‘ I r. '•*" 

paço vetorial real R e formada pelo vetor m 1. Se 

P e a base de constituída por v^ è - 1 , v„ s= t , 

v 3 “ t .» v 4 .* * t vemos que T(l) m, X t T(t) ■> 0, T(t 2 ) - 

o • ?t v , ^ ' • , . ■ *’: ■ 

e 0 , T(t J ) * 0 , e assim 

T]p , » ( 1 , 0 , 0 , 0 ) /■ 

Nem sempre uma transformação linear T:V «4 \f 4 da ■ 
da por sua matriz em relação a bases que tornam imediato 1 
identificar a ação de T. Seja, por exemplo, no espaço R 2 , 
a reta L determinada pelo vetor ( 2 , 1 ) e a transformação 
T*R -* R projeção ortogonal sobre L. Assim, se u - 
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Por outro lado, a matriz de T em relação à base 



2 4/5 2/5 

canônica’ do R e = ( . , Fica assim claro que a 

2/5 1/5 



matriz de T em relação a 0 permite uma identificação 



imediata de T, mas o mesmo não acontece com sua matriz • 



em relação a 0 1 . 



Ao estudarmos uma transformação linear e assim òb- 
viamente interessante procurar bases em relaçao às quais 



sua matriz seja o mais simples possível. 



Como mais um exemplo neste sentido, sejam 



= (2,3), v 2 = (-1,4) € R 2 e T:R 2 -► R 2 definida por 



Tv 1 = 2v 1 , T(v 2 ) « -4v 2 . Se 0 « t v l ,v 2^ ent ^° 



55 Cq 4 ] • A matriz de T em relação à base canônica 



i o 

0* » { e . , e 0 ] e ( ), Aprenderemos, a seguir, como 

1 2 -24 38 



relacionar as matrizes de uma mesma transformação em ba- 



ses diferentes, a fim de permitir um estudo melhor das 
transformações lineares. 
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EXERCÍCXOS 

3 

3.1.12: Seja, no R , o plano que passa pela origem e de- 
terminado pelos vetores v^ = (l,l,l) e v^ =» 

= (l,-l,l) , Se T e a transformação linear reflexão nes- 
te plano, ache a matriz de T em relação à base 
0 = , onde v^ * (2, 0,-2). Qual a matriz de T 

O 

em relação à base canônica do R J ? 



3.1.13: Mostre que se V s V e 0 * t v i ,v 2 v n 3 > 

0 * b C » v 2 » * * • > v n 5 então a matriz da identidade 
em relação a estas bases, i] jjj , , é a matriz identidade nXn 



2 3 

3.1.14; Tome, era P^, as bases (3 = {l,t,t ,t"j e 



2 3 2 0 

0* = [l,l+t,t +t,t^+t }. Calcule as matrizes D] p t , 

D] p D]^J, onde D:P„ -* P_ é o operador linear deriva- 

3 P 3 3 



P* 

3 

çáo 



LEMA 3.1.15 - Sejam T:V W uma transformação linear e 
p, 0* bases de V e W respectivamente. 



Se v] designa as coordenadas de 

B 


v na base 


3 


e 


T( v) ] p , as de 


T(v) na 


base 0 * 


então 








T(v)] . 

3* 


» (T]^,)(v] 


• 










n 








Demonstração: S< 


B T(v) - 


S y.w. , 
i=l 1 


onde 0 ' b { 


w l» 


••" W J 


e 


n 

v « ' L 

t 1 


x.v., cora 
J J 

s 


3 - {▼i.Tji. 


• • • 


.v s } 


temos que T(v) 


» T( f ; 

j -1 


X V ) B £ 

J J >1 


X. T(Vj) . 


Se 


T ( Vj ) . 
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xx 

a 2 a w , vem então que T(v) a 2 x . (2 a, .w, ) = 
kal kj k j J V k k -3 k ' 

= k ( j X j a kj) w k 9 Com ° P* ® uma base * Y k » 2 a k j x j i 

ou seja, em notação matricial 

T(v)] p , = (T]P,)(v] p ). 



Sejam agora T:V -4 U, S:U -♦ V transformações li- 



neares p ,P 1 e 3" bases de V,U e W reâpec tivamente 



Podemos calcular as matriz es T]f> , S]g: e S-T]jL . Ha 

p 3 P 



verá alguma relação entre estas matrizes? A resposta e da 
da pelo lema abaixo j 

LEMA 3«l*l6 - Se V, U e V são espaços vetoriais com 
bases p, P' e p " respectivamente, 

T:V -» U, S;U -♦ V transformações lineares, então 



S ‘ T] P'’. =S ) ( T 3 p.t ) • 



Demonstração : Sejam p » {v^Vg v n 3 > P'= [u^Ug uj, 

P” = {w 1 ,w 2 ,...,w r } . Se T(v ± ) = a j ± u j 



S(u.) =t 2 b . w , vem que 
J â =1 3 J 3 



(S.T)(v ) = S(T(v )) = S(E a u ) = 2 a . S (u.) 

j JJ- J j J 



=5 2 a ; . (2 b .w ) = 2 (£ b .a..)w 
i ji v s sj s' s ^ j sj ji' s 



e pondo 



(S*T) (v ) =2 c w 



si s 



vem 



os que c g ^ a 2b g j a ji’ ° ^ ue demonstra o lema, 
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EXEMPLO 

3*1*17: Sejam T:R^ -+ , S:R^ -4 R^ dadas por (x,y,z)i 4 

t-4 (x-y,z,y+z) e (x,y,z)*-4 (2x+y,y+z) respecti- 
vamente e v x = (1,0,0), v 2 a (0,1,0), v 3 = (0,0,1), 

W 1 3 (l»°)> w 2 = (0,1). Se 0 = 0* = {v 1 ,v 2 ,v 3 }, 
vem então que : 




pode também ser verificado diretamente. 

O lema acima permite achar a matriz de uma trans- 



formação linear em relação a bases a, a f , uma vez conhe- 
cida sua matriz nas bases 0 , 0 * . 

LEMA 3*1*18 - Se a, 3 são bases de V, a', 0 1 bases 
de W e T:V •* W e uma transformação li- 
near, então: 

T]“, = (Iw]„ ' ) ( T] | t ) (I v ]p) onda IySV-* V e 
■+ V são as transformações identidade de V e V 



segue-se que T]^, 



T ^a') a ) 9 



respectivamente 
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por uma aplicaçao dupla do Lema 3* 1*17» A figura abaixo 
ajuda a compreender a demonstração. 




DEFINIÇÃO 3.1.19 - Dado um espaço vetorial V e a , p 

bases de V, a matriz de passagem de 
a para p e a matriz I y ]^ , onde I y ;V V é a transfor 
mação identidade de V. 



EXEMPLO 

3. 1.20: Seja T: -4 R 2 dada por (x ,y , z ) >-*• (x+y+z , x-2y) . 

^ ^ 3 2 

Se |3 e P ' sao as bases canônicas de R"* e R 

respectivamente, então 



T] 



P 

0 ' 




Consideremos, agora, os vetores v.^ = (l,l,l), 
v 2 8 (0,0,1), v 3 s (l,-l,0) de R 3 e v ± « (l,l), 

W 2 = í 1 »” 1 ) de r2 ' Se a * [ v i» v 2 »v 3 } , a* = ( w i» w 2 ^ » 

achemos T] a , , 

cc 



Sabemos que T]“ = (i^ | ) (T] , ) (l v ]£). 

Para achar I v ] devemos expressar os vetores da 
v P 

base a = ^ v l ,v 2 >v 3 ^ P° r suas coordenadas em relação à ba 
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se p , assim 



_ a 

I v^p = 



Calculemos agora ly]^. Se e i = (l» 0 ), e 2 3 ( 0 ,l) te 
mos que 



10 1 
10-1 
110 



\ 



w ! “ e l + 6 2 



W 2 - e l " e 2 



donde se segue que 



®1 " 2 W 1 + 2 W 2 
1 1 

e 2 = 2 W 1 " 2 W 2 



e portanto 



T V^a = ^ 



1/2 1/2 

l/2 -1/2 ; 



Logo 



T] 



( 



1/2 1/2 111 



)( 



0^ 



10 1 
10-1 
1 10 



{ l /2 -l/2 /v l -2 
como pode ser verificado diretaraente. 



1/2 3/2 

1/2 -3/2 



EXERCÍCIOS 

3 * 1 * 22 : Seja M( 2 X 2 ) o espaço vetorial das matrizes 2 X 2 
coeficientes reais e considere as bases 



P - 
P ' « 



/I Ov /O lv ,0 Ov /O Ov 

v 0 0 '» ^0 0 '» '1 O ' 9 '0 1 ' 

f 1 °) í 1 x ) ( x °) í 1 °) 

'0 O' * '0 0'* '0 1* 9 '1 o-' 
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Ache as matrizes de passagem de (3 para £ • e de 0 1 
para 0 . 



3.1.23: Tomemos, mais uma vez, o espaço vetorial P^ e 



considere a operação linear T: -4 R tal que 



p(t). -♦ r 1 p(t)dt . 

J o 

Sejam as bases 0 = {l,t f t 2 ,t 3 J e 0* =* ( 1 , t+1 , t 2 + t , 
t^ + t 2 } de P e a = {1} de R. Ache T]Jj e T]^* . 



3 *■ * ~ J a _ _J a 

Ja vimos, no Lema 3*1*15 i que as coordenadas de 'um 
vetor v Ç V na base 0, v] , do vetor T(v) na base 0’, 



T(v)] , e a matriz T] . estão ligadas pela relação 
P P . 



T(v)] pl = (T]p ,(v]p ) • 



Se fizermos, nesta formula, T = I , vemos que: 

v V = dig. ) M p ) • 

LEMA 3*1*23 - As coordenadas de um vetor v £ V em duas 
bases [3 e (3 1 de V estão ligadas entre 
si pela relação 

v V = (i] p' } (v V 

Q 

onde I]p t é a matriz da passagem da base p para a ba- 
se (3 1 . 

EXERCÍCIOS 

3.1.24: Se I:V-»V e a transformação identidade, 

0 são bases de V, demonstre que 



e a e 



- 83 - 







3.1.25: 



3.1,26: 
+ a^t 3 , 



Sejam 0, 0* bases de V e T:V 
formação linear. Mostre que 

= (I]g, )(T]^)(I]P, ) _1 • 

Seja o espaço P^ e as bases 0 = 
0' a {1,1-t , l-t-t 2 ,l-t 3 } .Dado p(t) 
ache suas coordenadas na base 0*. 



V uma trans- 



l,t,t 2 ,t 3 } , 

, ,2 

= a^a^t+agt + 



3.2 - Imagem e núcleo de uma transformação linear 



DEFINIÇX.0 3.2.1 - Seja T:V -+ V uma transformação linear. 

0 núcleo de T , N(t) e o subconjunto 
de V definido por N(t) = {v£V [ T(v)=0) . 

EXEMPLOS 



P 2 

3.2,2: Se T:R •» R é dada por (x,y) (x-y,2x+y), te- 

mos que T(x,y) = (0,0) se e somente se 
(x-y,2x+y) = (0,0) ou seja x-y a 0, 

2x + y s 0 o que acarreta x = y a 0 e assim 
N(T) a { (0,0)3 » ° subconjunto formado pelo vetor zero do 
R 2 . 



3.2.3: Seja T:R 3 -♦ R 2 
Então, T(x,y,z) 



dada por 

= ( 0 , 0 ) 



(x,y,z) -♦ (x-^£. 
se e somente se 



,y+2x). 

(x-2»y +2 ^ 
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s (O, O) ou equivaíentemente 

x - z = 0 
y + 2x = O 

e assim N (V - { (x,y , z)ÇR^ |x=z, y+2x a 0} =*{ r(l ,-2 , l), r£R} . 

Êstes dois exemplos mostram bem a forte relação 
existente entre os sistemas de equações lineares e o es- 
tudo das transformações lineares. 

EXERCÍCIO 

з. 2.4s Se D:P^ -» P^ é o operador linear derivação, de- 

termine seu núcleo. 

Nos exemplos acima, vimos que os núcleos das trans^ 
formações sao, respectivamente, a origem e uma reta pas- 
sando pela origem; em geral temos o seguinte resultado* 

LEMA 3.2.5 - Se T*V ■+ V e uma transformação linear, en- 
tão N(t) e um subespaço vetorial de V. 

Demonstração * Em primeiro lugar, N(t) contúm pelo menos 
um vetor, o vetor zero (por quê?). Se 

и, v 6 N (t) , T(u) 5 = t(v) =0 e assim T(au+bv) n aT(v) + 
+ bT(v) = 0, logo au+bv € n(t) . 

EXERCÍCIOS 

3.2.6* Qual a dimensão do núcleo da transformação linear 
derivação D*P^ ■+ P^? 
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o o 

3.2*7í De um exemplo de uma transformação linear T : R J 
cujo núcleo tenha dimensão zero. 

3.2.8í Ache uma transformação linear T:R^ -♦ cujo nú 

cleo tenha dimensão 1* 

3*2.9: De uma transformação linear T:R^ -» R^ cujo nú- 
cleo tenha dimensão 2, 

3*2.10; Nos Exercícios 3*2*7» 3.2.8 e 3*2. 9» determine se 
as transformações lineares encontradas são sobre- 
jetoras. ^ 

Relembramos a definição de função injetora: f:A -» B 
é injetora se e somente se x já y acarreta que f(x)^f(y). 
0 lema abaixo caracteriza as transformações lineares inj<e 
toras em termos de seus núcleos. 

LEMA 3.2.11 - Uma transformação linear T:V V e injeto_ 
ra se e somente se n(t) = {0} 0 o vetor 

nulo de V. 

Demonstração : Suponha que existem v i » v 2 ^ V, V 1 ^ v 2 e 
tais que T^) s T(v 2 ) (ou seja, T não 
e injetora). Mas então Tfv-^-Vg) = 0 0 86 N(t) = ( 0} , 

Xem que v 1 “ v 2 = 0 lo &° v i ” v 2 ’ 11111 at)surci 0. 

Por outro lado, se N(t) £ [0], seja v € N(t) , v ^ 0, en 
tão t(v) = = T(o) = 0^ e T não e injetora. 

r 0 tf YÍd) Wix* . 
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EXERCÍCIOS 

2 2 

3.2.12: Verifique se a transformação T:R -♦ R dada poi 
T(x,y) = (x-2y, 2x-4y) e injetora, 

3.2.13: Mostre que T:R^ -+ R 2 definida por 

(x,y , z) »— »• (x-2y ,y) não e injetora. Determine 
seu núcleo. 

DEFINIÇÃO 3.2.14 - 0 conjunto de valores da transformação 

linear T:V -♦ W e chamado de imagem 
i 

de T, e denotado por I(t). 

EXEMPLOS 

3.2.15: Se T:R 2 -4 R 2 é a transformação (x,y)*-*- (x,x) 
então T transforma todo o plano na reta x = y 
e, assim, (l, 2 ) / I(t). 

3 . 2 . 16 : Vejamos se o vetor (l,4) £ X(t), onde T:R 2 -4 R 2 

e dada por (x,y) 1— *■ (2x-y ,x+y) . Desejamos saber 
2 

se existe (x,y) € R tal que T(x,y) = (l,4), ou seja 
(2x-y,x+y) = (l,4). Desta maneira, nosso problema recai 
em resolver o sistema 

. 2 x-y = 1 
x+y = 4 

o qual tem a solução x = 5/3 1 y = -7/3 » e assim (l,4)€ 
€ l(T). 

Já mostramos que o núcleo de uma transformação li- 
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near T:V -> W e um subespaço de V. A imagem de T, l(T) 
também é um subespaço (de W, naturalmente), conforme o 
lema abaixo: 

LEMA 3.2.17 - Se T:V -+ W e uma transformação linear, 

então l(T) e um subespaço vetorial de W. 

Demonstração : l(T) é òbviamente não vazio (por que?). 

Por outro lado, se w i > w 2 € i(t) 3 v i* v 2^ V 
tais que T(v x ) = w^, t(v 2 ) = w 2 ’ 1718,3 entao 

T ^ a l V l + a 2 V 2 ) “ a l w l + a 2 w 2 e assim a i w i + a 2 W 2 ^ I ( T )* 
EXERCÍCIOS 

3.2,18: É possível existir uma transformação linear inje- 
tora T:R^ -♦ R 2 ? Por quê? 

3.2.19: Existe uma transformação linear sobre jetora 
T:R 2 -> R*^? Por quê? 

3.2.20: Seja T:R -4 R . Mostre que se T não é sobreje- 
tora, então T não e injetora. 

Os exercícios acima fazem ver que a dimensão do do 
mínio de T parece ter influência no fato de a transfor- 
mação ser ou não injetora ou sobrejetora. A situação exa- 
ta e descrita a seguir: 

TEOREMA 3.2.21 - (Teorema do núcleo e da imagem ): 

Seja T:V -> W uma transformação linear 
entre espaços vetoriais de dimensão finita. Então, 
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dim N (t) + dim l(T) = dim V. 

Demonstração ? Tome v i» v 2»* ,, » v s uraa base P ara N(t) e 
seja w. , , . . . , w. uma base de l(T). Como 

1 d. X 

W ( w 2> ...,w t € I (t) , podemos encontrar u 1 » u 2 > • • • » u ^ € V 

tais que t(u^) = 1 sí is t, Afirmamos que os vetores 

v l ,v 2 ,,,,,V s' u l ,u 2 * * * * ,u t í ’ ormam uma base de V, o que 

concluirá a demonstração. 

Seja v (E V e consideremos o vetor T(v) € W. 

t 

Com T(v) € l(T), temos que T(v) = x ± w ±t onde 

X l* x 2*' ,,,X t ^ Tomancio ° ve ^ or u = v - ^ x i u i vemos 
que t(u) = T ( v - 2x.u.) = T(v) - ^x.TÍu.) = T(y)^Zx ± v ± = 

S T(v) - T(v) = 0, logo u € N(T) e assim u = jVj , 

logo v - Lx.u. = Ly .v . donde v = Zx.u. + Ly v , Ou se- 

X 1 J J J--L J J 

ja, os vetores v i> v 2 * * * * * v s » u l ,u 2**** ,U t S eram v » Por 

outro lado, estes vetores são linearmente independentes: 

se 2a. u. + Lb .v . = 0, vem que T(Za u. + Lb.v.) m 
il JJ li <JJ 

a T(Za.u.) + T(Sb v ) = La T(u ) + Lb T(v ) = La w' a 0 

11 «JJ 11 JJ O.J. 

e como os vetores w i» w 2 , *'* ,w t í' ormam uma base de X(t), 

a. = a 0 = ... = a a 0, logo Lb .v . e 0 e como v.,v 9 ,... 
12 t J J i <c 

. . . ,v g constituem uma base de n(t) , b^ = b^ =...* b Q * 

b 0, e assim u-,u 2 , . . . ,u t , v^v^ v g são linearmente 

independentes . 

COROLÁRIO 3.2.22 - Se T:V + V e uma transformação linear, 

V e V são espaços de dimensão finita 
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dim (v) > dim (w), T não é injetora. 

iROLÁRIO 3.2.23 - Se T:V -* W e uma transformação li- 
near; V e V são espaços de dimen- 
.0 finita, e dim(v) < dim(w) , T não e sobre jetora. 

35RCÍCIO 

2.24: Mostre que se V e V são espaços vetoriais de 
mesma dimensão e T:V ■+ V é uma transformação li 
>ar então T e injetora T e sobrejetora. (Sugestão: 
ie a fórmula do teorema do núcleo e da imagem). 

3 - Transformações lineares inversíveis 

Já conhecemos a definição de uma função inversível. 
1 particular, faz sentido falar em uma transformação li- 
>ar inversível e vale então o seguinte resultado: 

IMA 3.3.I ~ Se T:V -* V e uma transformação linear inver 
sível, sua inversa S:V V será também uma 
'ansformação linear. 

imons tração : Devemos mostrar que Yk^,k 2 6 K, w i» w 2 ^ ^ 
então s ( k i w i + k g w 2^ * Ic^ S (w^) + k 2 S(w 2 ). 
>jam v 1 ,v 2 6 V tais que TÍv.^) - t(v 2 ) " w 2 » en “ 

10 T^v^ + k 2 v 2^ = k l w l + k 2 w 2 e assim S ( k i w i +k 2 w 2^ * 
k 1 v 1 + k 2 v 2 . Mas como T(v^ ■ e T(v 2 ) ■ * 2 * se E U0 “ 
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-SG que S( Wl ) = v x e S(w 2 ) = v 2 , logo + k 2 w 2 ) = 

= k 1 S(w 1 ) + k 0 S(w 9 ), o que queríamos demonstrar. 

já vimos que uma função f:A -* B pode possuir uma 
inversa à direita sem ser inversível ou uma inversa à es- 
querda sem ser inversível. Tal não ocorre com as transfor 
mações lineares entre espaços vetoriais de mesma dimensão, 
como visto em 3,2.24. 0 mesmo resultado se conclui dos 
teoremas abaixo: 

TEOREMA 3.3.2 - Sejam V e W espaços vetoriais de di- 
mensão finita e T:V *4 W uma transforma- 
ção linear. Então T 4 inversível se e somente se T 
transforma uma base de V em uma base de V. 

Demonstração : Suponhamos T inversível e seja { v i» v 2 , "* ,v nJ 
uma base de V. Consideremos os vetores 

W 1 = T ( v i)> w 2 = T ^ v 2 ) * ’ * * > w n = T í v n ^ * em P rimeiro lu S ar » 

os vetores ^J. ,W 2 , • * * sao linear.mente independentes. 

Com efeito, se a equação vetorial 0 = x^w^ + XgW 2 + * ,,+ 

+ x w tem uma solução diferente de (0,0,«..,0), vem 
n n . 

que, chamando de S a inversa de T, 0 * S(o) » x i v i + 

+ x„v_ +...+ xv uma contradição, pois v i» v 2**** ,V n 

são linearmente independentes. Além disso, se w Ç V, 

n 

então S(w) 6 V e assim S(w) = ^ a i v i * loe ° w = TS M 

a Sa i T(v i ) « Ea i 'w ±t logo os vetores w i » w 2 » * * • » w n £ eram w 
e formam portanto uma base de W. 
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>or outro lado, se os vetores • • • >w n formam uma 

>ase para V, definamos SsW -* V especificando que 

>(w^) = , i=l, 2 , . • • ,n (por quê isso ê possível? veja 

5.1.5)* Então, se v € V, v = Sa^, vemos que (S.T)(v)« 

= S (t(v) ) = S^T^)) = S(2a^w^) = Za.sfw.) = 2a i v i ■ v 

í se w 6 W, w — Sb . w . , T.S(w) = T.S(Sb.w. ) « T(Cb.S(w.))« 

11 11 11 

= Tf^b.v.) = Sb.TÍv.) es Sb.w. = w e assim T ê inversí- 

' i i 7 i x i 7 li 

/■el, com inversa S. 

30R0LÁRI0 3.3.3 - Se existe uma transformação linear in- 

versível entre dois espaços vetoriais 
ie dimensão finita, suas dimensões coincidem. 

PEOREMA 3.3.4 - Seja T:V -* W uma transformação linear 

entre dois espaços vetoriais de mesma di- 
nensão . Então, as condições abaixo são equivalentes: 

L) T 0 inversível 

í) T é injetora 

}) T ê sobre jetora 

t) T transforma bases em bases. 

DBSERVAÇã.0: 0 teorema do núcleo e da imagem permite de- 
monstrar, como pedido em 3*2.24, que l) , 2) e 
3) são equivalentes. Apresentamos nova demonstração por 
3er mais geométrica. 
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Demonstração : A implicação l) -4 2) , e trivial. Mostremos 
que 2) 4 3) * seja v 1 » v 2 »**'» v n € V uma b - 
se para V. Como T é injetora, os vetores w ± = T(v ± ) 
i=l,...,n são linearmente independentes; com efeito, su- 
ponha que a equação + W 2 W 2 + ,,,+ X n W n ~ 0 tenha 

uma solução nao trivial ,b 2 , . . . ,b n ) e consideremos o 

vetor v = b 1 v 1 + b 2 v 2 + ...+ b^. É óbvio que v e nao 
nulo (por que?) e assim o núcleo de T contem tom vetor 
não nulo (t(v) = 0) , o que é impossível pois T e inje- 
tora, Mas se os vetores distintos (por quê?) w i» w 2»* ,,,w n 
são linearmente independentes, como a dimensão de ¥ e n, 
eles formam uma base para ¥. 

Seja w € ¥; vemos então que w = 6 assim 

se v = segue-se que T(v) =s T (^ a i v i) = 

«, Za- ± v ± = w, logo T é sobre jetora. 

Mostraremos agora que 3) 4 4). Seja, mais uma vez, 
í v l ,v 2» • • * »v n } uma base de V# Afirmamos que os vetores 
w = T(v^) , i=l , , • , , n geram ¥, Com efeito, seja w Ç W 
e v € V tal que t(v) = w; mas v = Za i v i e assim 
w - T(v) = T^a^v^) =s o que demonstra a afirmação. 

Mas como a dimensão de V e n, segue-se que os vetores 
W 1 ,W 2*** ,,W constituem de fato uma base para ¥. 

A demonstração de 4) 4 l) ja foi feita em 3*3*2, 

DEFINIÇãO 3* 3. 5 - Se TiV 4 V e uma transformação linear 
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nversível, diz-se que T e um isomorfismo entre V e W, 
ois espaços V e W são isomorfos se há um isomorfismo 
ntre eles. 



EOREMA 3 «3*6 - Dois espaços vetoriais V e W sobre um 
mesmo corpo K são isomorfos se e somente 
e têm a mesma dimensão • 



emonstração : Se V e W têm a mesma dimensão sejam 

P = {v 1 ,v 2 , .. . ,v n ] , 0» = [w 1 »w 2 , . . . ,w n J ba 

es de V e V respectivamente. Defina T:V -» ¥ por 
(v^) e , i=l,2,...,n. Por 3*3*^ T e inversível. 0 

orolário 3*3*3 conclui a demonstração. 



XERCÍCIOS 

.3*7: De um exemplo de uma transformação linear entre es 
paços vetoriais de dimensões diferentes que e inje^ 
ora mas não 4 sobre jet ora; que e sobre jetora mas não 4 
njetora . 

• 3*8: Uma transformação linear TjV V e inversível se 
e somente se a matriz de T em relação a uma base 



ualquer 0 de V, T] 



4 inversível. 



.3*9* Usando o fato de que um determinante e não nulo se 

e somente se suas colunas são linearmente indepen- 

8 

antes demonstre que det(T] ) e não nulo se e somente 

P 

a T:V -♦ V e inversível. 
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3.4 - Os sistemas lineares 

* 

Neste parágrafo, estudamos os sistemas lineares u- 
sando o Teorema do Núcleo e da Imagem. 



DEFINIÇÃO 3.4.1 - Dado o sistema linear 



a ll X 1 + a 12 x 2 + '-- + a ln x n = b l 



(D 



a 1 x 1 +a 0 x 0 +...+a x = b 
sl 1 s2 2 sn n s 



onde a.., lá i á s, lá já n, x., lá iá n, b . , lá j á s 
i J ^ J 

são elementos de um corpo K, a matriz do sistema é a ma- 
triz 



a ll a 12 ' ' * • a ln ' 



a - a „ .... a 
el s2 sn / 



Por exemplo, a matriz do sistema 

3x - 2y + 4z = 0 
2x - z = 5 

x + 3y “ 2z = 0 

será 

^3 -2 k 1 

2 0-1 

13-2 
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DEFINIÇã.0 3*4.2 - O sistema linear (i) diz-se homogêneo 

se b, a b„ s ,,, s b = 0 . 

12 s 

Observe que, fazendo 



x l\ 




1 M 


*2 


» B 3 


*2 






• 




• 


• 




• 


x J 




i b 


n / 




1 s 



D sistema (l) , escreve-se, em notação matricial , como 
A.X = B. 



EXERCÍCIO 

3.4.3' Escreva cada um dos si 
tricial indicando, em 

bema 

a.) 3x+y-5z s -1 b) 

x-2y+z = -5 

x+5y-7z = 2 

: ) 6x+y+z+w ss 0 d) 

l6x+y-z+5w = 0 
7x+2y+3z 3 0 



temas abaixo em forma ma- 
ada caso, a matriz do sis- 

3x-7y+l4z-8w = 24 
x-4y+3z-w a -2 
y+z-w = 6 

2 x- 15 y-z+ 5 w a -46 

2x-3y+6z * 3 
4x-y+z = 1 
3x-2y+3z = 4 



0 primeiro fato que podemos demonstrar e o seguin- 
te : 

TEOREMA 3.4.4 - 0 sistema linear homogêneo AX = 0 tem 
solução não trivial se e somente se a 
transformação T A íK n -♦ K s induzida pela matriz A tem 




-96- 



núcleo não trivial. 



Demonstração : e trivial, e consiste em interpretar as so- 
luções do sistema como vetores de K n . 



COROLÁRIO 3.4.5 - 0 sistema homogêneo AX =0 de s e- 

quaçoes e n incógnitas tem sempre uma 
solução não trivial, se n > s . 

Demonstração : Se n > s, a transformação T^iK n -♦ K S te- 
rá núcleo não trivial, pelo teorema do nú- 
cleo e da imagem. 



DEFINI ÇãO 3.4.6 - Dada uma matriz A sXn, o posto de A, 

p ( a) , e o número máximo de colunas li- 
nearmente independentes de A. 



EXEMPLO 

2-3 6 

3.4.7: Calculemos o posto de 4-1 1 

3-2 3 

2 -3 6 2 -3 0 6 -6 0 \ 

4 -1 1 -» 4-1 -11 -4 12 -2 -11 ) -4 

3-23 3-2-6 9 -4 -6 í 



6 


0 


0 


6 


0 


0 




6 


0 


0 


12 


10 


-11 -* 


12 


10 


-1 




12 


0 


-1 


9 


5 


-6 


9 


5 


-1 




9 


-5 


-1 



6 


0 


0' 


6 


0 


0 . 6 


0 


0 


0 


0 


-1 


-4 0 


0 


-1 -♦ 0 


0 


-1 


-3 


-5 


-1 


-3 


-1 


-1 -3 


1 


0 
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10 ° 

4 001 © o posto da matriz será 3« 

0 1 0 

XERCÍCIO 

.4.8: Calcule o posto das matrizes abaixo: 



) 3 1-5 b ) 3 1 -5 1 

-1 -2 1 -1 -2 1 -5 

15-7 15-72 




^ s 

Se A e uma matriz sXn, denotaremos por A^€R 
i-esima coluna de A. Assim se e i,©2 , **'* e n constituem 
base canônica do R n , A^ = T ^( e i)* 

EMA 3.4.9 - Dada uma matriz A sxn a imagem da trans- 
formação e gerada pelos vetores A^ , 

cl|2 j . . • . |Hi 

emonstração : Se x Ç K n , x m 2x_^e^ e assim Tx *= Ex^Te^e 
3 £x^A^, logo os A^ geram l(T^). 

EOREMA 3.4.10 - Dada uma matriz A, então p ( a) e a di- 
mensão de l(T A ). 
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Demona tragào ; Como os vetores A_^ geram l(T A ). podemos 
extrair deles uma base para l(T A ). 0 nume- 
ro de elementos desta base será o número máximo de A ± ' s 
linearmente independentes ou seja, p ( a) . 

Dado o sistema AX = 0, onde A e uma matriz sXn 
já sabemos que suas soluçoes formam um subespaço de K n , 
que e exatamente o núcleo da transformaçao T A ;K ^ * 

O subespaço de K n dado pelas soluçoes de AX « 0 e cha 
mado de espaço solução de AX » 0. 

COROLÁRIO 3.4.11- Dado o sistema AX = 0 de s equações 

e n incógnitas, a dimensão do seu es- 
paço solução e n-p ( a) • 

Demonstração ; 4 uma conseqíiência do teorema do núcleo e 
da imagem; n » dim l(T A ) + dim n(T a ) * 

■ p (A) + dim N(T a ). 



EXERCÍCIO 

3.4.12; Mostre que o sistema AX « 0, onde A e uma ma 
triz sXn, tem solução única se e somente se 
p ( a) * n. Qual a solução? 



LEMA 3.4.13 - 0 sistema AX » B tem solução se e sòmente 

í h A 

se o vetor B * • pertence à imagem de 

lv 

T a ;K n -* K . 

A 

Demonstração : trivial e dispensa comentários. 
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Consideremos mais uma vez o sistema AX » B, defi- 
iido pela matriz 

/ \ 

a - , .... a- 



11 



ln 



, a , .... a 

\ sl sn 



i formemos a matriz 



A' s 



1 a ll •••• a ln b l' 



a .... a b 

sl sn s 



jue será chamada de matriz aumentada do sistema. 

SXERClCIO 

3.4.14: Em cada um dos sistemas do Exercício 3*4.3. ache 
a matriz aumentada do sistema. 



PEOREMA 3.4.15 - 0 sistema AX = B tem solução se e so- 
mente se o posto da matriz A e igual 
10 posto da matriz A'. 

Jemons tração : 0 posto de A, p ( a) , e igual ao poato de 
A 1 t p(A'), se e somente se o vetor B e 

combinação linear de A i * * * * ’ ^n (por quê?). Mas B e 

combinação linear de A^ , A^ , . . . , A n se e somente se B 

pertence ao subespaço gerado por A i> A 2 , **' ,A n e a de- 
nonstraçâo fica concluída se relembramos que estes veto- 
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res geram a imagem de T^. 



EXEMPLO 

3 . 4 . 16 : Considere o sistema 

x - 2y + 3 z=-l 

2x - y + 2z = 2 

3x + y + 2z = 3 
A matriz A do sistema sera 
tem posto 3; a matriz aumentada será 



1 

2 

3 



-2 3 



-1 

1 




que 



1- 23 -1 

2 - 12 2 

,3 12 3, 

que também tem posto 3 © assim o sistema terá solução. 
Aprenderemos, em pouco, a achá-la. 



Dado o sistema AX = B , o sistema homogêneo assq^ 
ciado a ele e AX — 0 • 



TEOREMA 3.4.17 - Todas as soluçoes do sistema AX = B 

são da forma X + X, onde X e uma so- 
lução fixa de AX = B ( chamada de solução partic ular) e 
X e uma solução do sistema homogêneo associado a ele. 



Demonstração ; Se X e X' são soluções do sistema AX*B: 
então AX ts B , AX' = B , logo A(X'-X) = 0 
e assim X 1 - X e uma solução do sistema homogeneo asso- 
ciado a AX a B. Se X é uma dessas soluções, segue-se 
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ue X’ = X + X, o que queríamos demonstrar. 

OROLARIO 3.4.18 - 0 sistema AX =* B tem solução única 

se e somente se p (A* ) =* p (a) = n. 

lemons tração : Já sabemos que AX = B tem solução se e sjò 
mente se p(A«) = p ( a) . Por outro lado, a 
Limensão do espaço solução de AX e 0 e n-p ( a) . Assim, 
*e p ( a) = n, AX = 0 tem somente a solução trivial e, 
>elo resultado anterior, todas as soluções de AX = B 
ioincidirão . 



Um problema que se nos depara agora 4 o de achar 
is soluções do sistema AX = 0. Seja r o posto da matriz 
\ do sistema e sejam A^,A^,...,A r as colunas linearmen 
be independentes. Então, para k = r+1 , r+2 , . . . ,n, temos 
gue 



= £ y.. A. 

i_l J ik i 



ou seja 



iÜ/ik A i-*k = 0 



Mas isso quer dizer que os vetores 
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Y k = 







k-ésima linha 



são soluções do sistema. 



Como Y „ , Y . • • ,Y são linearmente indepen- 
r+1 r+2 n 

dentes e a dimensão do espaço solução é exatamente n-r 
vemos que estes vetores formam uma base para o espaço so- 
lução de AX a 0. Por outro lado, se tivermos um vetor da 
f orma 





k-ésima linha 



que e uma solução do sistema, então a Y^ (por que?). 

Assim, podemos enunciar 



TEOREMA 3.4.19 - Considere o sistema AX a 0 e suponha 

que as colunas linearmente independentes 
de A são as r primeiras. Então, uma base para o espaçe 
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oluçao do sistema AX =s 0 pode ser achada fazendo-se, 
uce ssivamente , x p+1 = 1, * r+2 = 0,...,x n * 0; x r+1 =* 



0, x „ = 1 x = 0: x 

r+2 * r n 1 r+1 



0, , . , ,x .. ss 0, x = 1 . 
' n-1 * n 



Já sabemos, assim, resolver um sistema homogêneo 
X = 0. Assim, para resolver o sistema AX =* B, resta a- 
nar uma de suas soluções. Para isso, note que AX = B 
ode ser escrito como 



X 1 A 1 + X 2 A 2 + "- + x n A „ = 



x ainda x.A_ + x„ A„ x A - B = 

11 2 2 n n 

ira encontrar uma solução de AX e B, 
Lr B como uma combinação linear de 



TEMPLOS 

.4.20: Consideremos o sistema 

3x + y - 5z = -1 
x - 2y + z = -5 
x + 5y - 7z = 2 



B 

0. Desta maneira, 
é suficiente expr^ 

A 1 * A 2 * * * * » A n ' 



n primeiro lugar, devemos calcular o posto da matriz do 



Lstema : 



3 


1 


i 

-5 


1 ° 


i 


0 


1 


-2 


1 




-2 


-9 


1 


5 


- 7 i 


(-14 


5 


18 



or outro lado, consideremos 
i e achemos seu posto 





0 


1 


0 ] 




í 0 


1 


0 


•4 


1 


-2 


-1 


•4 


1 


-2 


0 




-2 


5 


2 ] 




-2 


5 


0 



a matriz aumentada do siste- 



-io4 





1 3 


1 


-5 


-1 ' 




1 0 


1 


0 


-l\ 




■ 0 




0 


o’ 




1 


-2 


1 


-5 


-> 


7 


-2 


-9 


-5 1 


-4 


7 


-2 - 


■9 


-7 




1 


5 


-7 


2 , 




-14 


5 


18 


-2 ( 




1-14 


5 18 


3 




0 


1 


0 


0 




0 


1 


0 


0^ 




0 


1 0 


°\ 






i 


-2 


-1 


-7 




1 


0 


0 


0 


-4 | 


l 


0 0 


0 


• 




-2 


3 


2 


3 




-2 


1 


0 


-11 




0 


1 0 


1 




Vemos 


assim 


que 


p (a) . 


= 2 


e 


P (A' ) 


= 3» log° 


o sistema 



não tem solução. 



Seja agora o sistema 



2x - 3y + 6z = 3 

4x - y + 3 - 1 

3x - 2y + 3z = 4 



2 -3 

4 -1 

3 -2 

é três. Achemos agora o posto da matriz aumentada 



Já sabemos (ver Exemplo 3.^*7) que o posto de 



6 

1 

3 



2 


-3 


6 


3 \ 






















4 


-1 


1 


1 


: 




















3 


-2 


3 


4 






















'2 


-3 


6 


3 




2 


-3 


6 


°\ 




2 


-3 


0 


°\ 


4 


-1 


1 


1 


-♦ 


4 


-1 


1 


0 


-4 


4 


-1 


-1 


0 


3 


-2 


3 


4 




3 


-2 


3 


2 




3 


-2 


-1 


1 


2 


-3 


0 


0 




1 


-3 


0 


0 




1 


0 


0 


0 1 


4 


-1 


i 


0 


*4 


0 


0 


1 


0 


•* 


0 


0 


1 


0 


, 0 


0 


0 


1 




0 


0 


0 


1 




0 


0 


0 


1 
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Assim, o sistema tem solução. Para achá-lo, consi- 
eremos, em primeiro lugar, o sistema homogãneo associado 

2 x - 3y + 6z = o 
4x - y + z = 0 
3x - 2y + 3z » 0 



Como sua matriz tem posto 3» ©1© admite somente a 
lolução trivial. Isso implica que a solução do sistema 
tão-homogêneo será única. 

Para achar esta solução, verifiquemos que opera- 
ções ^elementares sobre as colunas realizamos para redu- 
sir A 1 



/ 2 -3 6 3 \ 




/ 2 -3 6 o \ 




2-36 0 \ 


/ 

4-111 


- 


4-11 o 




4-11 0 


3-234 
\ A 1 A 2 A 3 b 




3-2 3 2 

A 1 A 2 A^ A 2 +B 




3-231 

\ A 2 +B 
2 



2-3 0 


0 \ 




íx 


-3 


0 


0 


4 -1 -1 


0 




2 


-1 


-1 


0 


0 -2 -1 


1 1 




1 0 


0 


0 


1 


x -3(Í2^) a 2 <A 3 +2A 2 ) 


A 2 +B 




L l /2 


A 2 


A 3 


(Ag+I 


2 


-3(- 


L 2 +B ) 

4 


V B 


2Í 2 

+ 


2 



(A 2+ b 



) 



ionde concluimos que 3{*g^ " 3 (A j> +B)/4} + A„ + 



2 

(A P +B) 
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3 49 

+ 5{A 3 + 2A 2 + (A 2 +B)/2} = 0 ou seja 2 A 1 + Tf A 2 + 



+ 5A^ + -ç-B = 0 donde 



b „ - Ha, - ^ a 2 - 54 a, - 4 a, - ^ a 2 - 4 a. 



a 

5 3 



_1. A . M. a 

-5 A i 5 2 



e assim a solução (única) do sistema e (-v-> “Tp-» -4). 



3.4.21: Resolvamos o sistema 



5x, + 2 x 2 - 


3x 4 - x g = 


11 




5*, “ X 2 + 


5x 3 ' x 4 ' 


2x^ = 


2 


x, - 2 x 2 + 


ítx 3 + x 4 - 


11 

m 


-5 



A matriz do sistema e 

"52O 
A = 5-1 5 

1-2 4 

temos que 

0 0 0 0 -1 

-4 -5 -5 5 5 -2 

-4 -4 4 4 -1 

0000-1 

..cj 0 0 0 -2 e assim A tem posto 2. 

-4 0 0 0 -1 

Por outro lado, calculemos o posto da matriz aumentada A 1 * 




f 5 2 0 -3 -1 

5-15-1 -2 

1-2 4 1-1 
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5 2 0 -3 -1 11 0 0 0 0 0 

5 -1 5 -1 -2 2 -* -5 -5 5 5 -20 

1-2 4 1-1-5 -4 -4 4 4 -1 6 



A 1 


A 2 A 3 


A 4 


A 5 


B 


A i 

+ 


A 2 

+ 


A 3 A 4 
+ 


B 

+ 












5a 5 


2A_ 

5 


-3a 5 


11A 5 



assim p(A*) = P (a) = 2. 

Observe que 4A^ + B + 11A^ = 0, logo B = -4A^ - 
11A^ e obtivemos uma solução do sistema. Para achar 
odas suas soluções, resolvemos o sistema homogêneo asso- 
iado 

5x l + 2x 2 ' 3 x 4 - x 5 = 0 
5 - x 2 + 5 x 3 - x 4 - 2 x ? = 0 
X;L - 2xg + 4 x 3 + x 4 - x 5 = 0 

Como p ( a) = 2, vemos que a dimensão do espaço so- 
ução ê n-p ( a) = 3. Achamos que as duas colunas L.I. são 
primeira e a quinta; fazendo, sucessivamente, =» 1» 

3 = 0, x 4 = 0; x 2 = 0, x 3 a 1, x 4 a 0; x 2 a 0, x 3 = 0, 

^ = 1, obteremos as soluções (-1, 1,0, 0, -3 ) » (l,0, 1,0,5) 
(1,0,0, 1,2) que formam uma base para o espaço solução 
o sistema homogêneo. Assim, a solução geral do sistema 
ão homogêneo será 

(0, 0,-4, 0,-11) + t 1 (-l, 1,0, 0,-3) + t 2 (l,0, 1,0,5) + 

+ t 3 ( 1 , 0 , 0 , 1 , 2 ) . 




OBSERVAÇÃO: Muitas vezes, estudam-se os sistemas lineares 
realizando operações elementares sobres as 
linhas da matriz do sistema; os resultados sao analogos » 
Preferimos o método aqui exposto por ter conteúdo bem mais 
geométrico. 



3 . 5 _ Soma de transformações lineares 

Já sabemos realizar uma operação sobre transforma- 
ções lineares: dadas T:V U e S:U * V, podemos formar 
a composta S»TiV-* V. Aprenderemos agora a efetuar ou- 
tras operações sobre transformações lineares. 

DEFINIÇÃO 3.5.1 - Se T,S:V-* U são transformações linea 

res entre espaços vetoriais, a soma de 
T e s , T + S éa transformação de V em U definida 
por (T+S) (v) = t(v) + S (v),Vv€ V. 

fí imediato verificar que (T+S) é uma transforma- 
ção linear: se k^k,, € K, v lt v 2 € V, (T+S) ( k 1 v 1 +k 2 v 2) 

- + k 2 v 2 ) + Sík^ + k 2 v 2 ) e como T e S são 

lineares TÍk^ + k 2 v 2 ) + + k 2 v 2 ) = k 1 T(v 1 ) + 

k 2 T(v 2 ) + k 1 S(v 1 ) + k 2 S(v 2 ) = k 1 (T(v 1 ) + S(v x )) + k 2 (T(v 2 ) 
+ S(v 2 )) - k^T+S)^) +'k 2 (T+S)(v 2 ). 

Além disso, é fácil ver que T+S 3 S+T. 
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EXERCÍCIO 

3*5» 2: Mostre que T+S « S+T. 

Uma outra operação que podemos efetuar com trans- 
formações lineares é multiplicá-las por escalares. 

DEFINI çã.0 3-5.3 - Sejam V e W espaços vetoriais sobre 

o corpo K e TiV -» ¥ uma transforma- 
ção linear. Se k £ K a transformação produto de k 
por T, kT, e definida por (kT) (v) * kT*(v) , V- v € V. 

E também imediato que kT e uma transformação li- 
near . 

Observe que podemos agora somar duas transformações 
lineares e multiplicar uma transformação linear por um e^ 
calar. 0 fato importante relativo a estás operações está 
descrito abaixo. 

TEOREMA 3 , 5, 4 - Se V e ¥ são espaços vetoriais sobre 
ura mesmo corpo K, o conjunto das trans- 
formações lineares de V em V e, um espaço vetorial so- 
bre K, denotado por L(V,V) onde as operações são as 
descritas em 3*5*1 e 3*5*3* 

Demonstração : Deveríamos demonstrar todas as propriedades 
exigidas em 1 . 2.1 para definir um espaço ve 
torial. Faremos somente algumas» deixando as outras como 
exercícios. f * 
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A comutatividade da adição é o Exercício 3*5*2* 
Deixamos a associatividade como exercício, o mesmo aconte 
cendo com as propriedades V3) , V4) é V5). 0 elemento neu- 
tro em relação à adição de L(V,V) 4 a transformação li- 
near 0 i V ¥ tal que 0(v) = 0, V v € V* Observe que se 
T € L(V,w) (ou seja, T é uma transformação linear de 
V em V) então, Vv € V (l.T)(v) = l.T(v) = T(v) , isto 
é l.T = T. Defina -TsV -» V por (-T)(v) = -T(v) , ^ 

V^v Ç V. Vemos então que -T e o negativo de T. 

EXERCÍCIO 

3.5.5: Complete a demonstração de 3»5*^* 

Uma maneira importante de obter espaços vetoriais 
e a de construir L(V,W) , partindo de dois espaços V, W 
(que podem eventualmente ser iguais). 

EXEMPLO 

3 . 5 . 6 : Se V = R 2 , W = R, L(V,V) é o conjunto das trans- 
formações lineares de R 2 em R, que sao chamadas 

de funcionais lineares em R 2 . Seja í e i» e 2^ a base cano " 

nica do R 2 e ^i» ^2 03 funcionais lineares defini - 

f 1 isl / \ 1 0 i=l 

dos por q> 1 (e ± ) = *j 0 i= 2 * ^ 2 ^®!' = \l i =2 * 

Se cp € L(R 2 ,R) e um funcional linear arbitrário, 

então, Vv € R 2 , cp(v) = cp(x ei + ye 2 ) = x cp^) + y cp(e 2 ). 

Por outro lado, cp-^(v) = cp*^(x e.^ + y e 2 ) » x Cp^e^J+y cpjfejJ 1 
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x e v 2 ( v ) = <P 2 ( X + y e 2 ) = x < p 2 (®i) + y c P 2 ( e 2 ) “ 

y 0 assim cp(v) = cp(e 1 )cp 1 (v) + Cp(e 2 )cp 2 (v) ou seja, 
ss + c P( e 2 ) c P 2 e desta maneira os funcionais 

cp 2 geral o espaço L(r 2 ,r). Êstes dois funcionais são 
.nearmente independentes: com efeito, se k^cp^ + ^ 2^2 3 ^ 
ítao , V v Ç R 2 , k 1 cp^(v) + k 2 cp 2 (v) =0 e fazendo v = e^ 
imos que k^ =0; da mesma maneira, vemos que k 2 » 0. 
emonstraraos assim que L(R ,R) é um espaço vetorial de 
iraensao 2. 

XERCÍCIO 

• 5 , 7 : Determine a dimensão de L(R^,R) f o espaço vetorial 

3 

dos funcionais lineares em R . 

XEMPLO 

Sejam agora V e V espaços de dimensão nem 
respectivaraente. Tome bases C v i 1 v 2 » • * * » v n ^ 0 
W 1 ’ w 2 * * * * * W m^ de V e W e defina as transformações 
ineares 



T ij :V ** W i-1.2, • • • » ra 

j*l , 2 , • • . ,n 

v k — w i k= j 

v k 1 — * 0 M-i 

.ssira, por exemplo se dim V =* 3 » dim V 3 2 , T^gtV. -» V 
: tal que l— * 0» v 2 ~* * w i* ^13 ^ ca defin£da por 
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v 0, v *-*0, v_>-*w-, enquanto que T í)1 e tal que 
1 2 J 1 ,í - L 



v 2 ^ 0 * V^H-^0. 



n 



Se T € L(V,W) , e v € V, etitao T(v) = T( S x k v k ) 3 
n m n m n k=l 

2 ( E a . T . ( " 
Saltei Sk Sk 



E x k T(v k ) = _S_ i ( i> L i a sk x k )w s = S_(.E T„„(v)) 



k=l * Sal kal 

ou seja as aplicações lineares T gk , s=l k=l,...,n 



geram L(V,W). Ê fácil ver (faça-o t) que elas são linear- 
mente independentes, e isso mostra que L(V,W) tem di-^, 
mensão mXn. 



EXERCÍCIOS 

3 . 5 * 9 * No exemplo acima, se j3 = { , • • * , v r } 



3 » = (w 1 ,w 2 wj , ache as matrizes T^] ( 



i=*l , 2 , . . . ,m; j— l, 2 ,...,n« 



3. 5. 10: Mostre que as transformações definidas aci- 

ma são linearmente independentes . 



Já sabemos que, dada T € L(V f W), e fixadas bases 
0 e 3 * em V e V respectivamente, então T determi- 



na uma matriz T]^, com coeficientes em K. Se V tem 

3 



dimensão n e ¥ dimensão m, obtemos assim uma função 
6 de L(V,V) em M^mXn) , o conjunto das matrizes mxn 
cora coeficientes em K. Afirmamos que 0 e uma bi jeção . 
Com efeito, qualquer matriz A £ M k (mXn) determina uma 



transformação linear T^*V *♦ ¥ e e imediato ver que 



TJ P . = A. 



Por outro lado, sè O(T^) = 0 (t 2 )> então 
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T 1 p 

iV 






1 



e assim 



T 1 = 



T 2 (prove isso!). 



A função 9 acima é mais que uma bijeção: em pri- 
meiro lugar, se TíV -4 U e S:U -4 V sao transformações 
lineares, p, p 1 e P “ são bases em V, U e V com 
n, m e s elementos respectivamente, então 0 (SoT) = 
e= 0 (s) *0 (t) (isso e nada mais nada menos que o Lema 
3.1.13). Em verdade, estamos sendo descuidados e usando 
a mesma letra 0 para indicar as funções L(V,W) -♦ ^(sxn) 
L(V,U) -4 M k (mxn) e L(U,W) -♦ M R (sxm). Além disso, se 
T,S:V -+ V são transformações lineares, então 0(T+S) « 

- 0 (t) + 0 (S ) e 0(kT) = k 0 (t) . Assim 0 é uma bije- 
ção que preserva as operações de L(V,W) e M k (mXn) , ou 
seja, ela respeita as estruturas de espaços vetoriais de 
L(V,W) e M^mXn) e faz corresponder à composição de 
funções o produto de matrizes. 



EXEMPLOS 



3 . 5 . 11 : 


Seja 


V um espaço vetorial, 


V 1 S 


V 2 subespa- 




ços 


vetoriais de V 


tais 


que 


v i n 


V 2 « {0} e 


que se 


v 6 


V, v = v 1 + v 2 , 


, onde 


V 1 


ê v r 


v 2 0 V 2 . En- 


tão, existe 


um isomorfismo 


T: V -4 


V 1 ® V 


Com efeito, 



se v 


" V 1 + V 2 “ V í 


+ v£, com v jL» v i ^ v i* 


v 2’ v 2 € V 2 


então 


V l" V l = V 2' V 2 


logo € V 1 D V 2 


pois 


V 2" V 2 


€ Vg e assim 


v^-v| e» 0 donde v^ - 


vi . Semelhan- 
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teraente v 2 = v* 2 logo todo vetor v de V se escreve 
de maneira única como uma soma de um vetor de ' .V^ e de 
um vetor de . Definamos, agora, T:V -♦ V 1 © V 2 como 
segue. Se v € V, escreva v a Vj+Vg e P onha T ( v ) = 

a T^+Vg) = ( v i» v 2^ € V l® V 2* Com ° a ex P re3sao de v 
como soma de um vetor de com um vetor de V 2 e' úni- 

ca T está bem definida. Se v* € V, v* = v i +v 2 * eirbao 
T(kv+k'v») = TÍkv^+kVg + k'v^+k'v£) a T ( kv i +k * v i +kv 2 +k^) 
= (kv i+ k»v£, kv 2+ k»v») a k(v i? v 2 ) + k«(v|,vp akT(v ) + 

+ k f T(v ! ) e isso mostra que T é linear. 21 fácil ver 
que S«V 1 ©V 2 -♦ V dada por S(v lf v 2 ) = v^+Vg e a trans- 
formação inversa de T e o teorema fica demonstrado. 

3,5.12: Se Tgi v 2 *♦ W 2 sao transf orraa S° es 

neares, podemos definir TiVj©Vg -* w i® w 2 pela 
regra T(v 1 ,v 2 ) .= (Tv^TVg). É fácil verificar que T 4 
uma transformação linear, geralmente denotada por T 1 © T 2 
© chamada de soma direta de e ^ 2 * 

EXERCÍCIO 

, 3.5.13. Sejam 4 V 1 e T 2 .V 2 V 2 transformaçSes 

lineares. Se a x e a 2 são bases de Vj_ e V 2 
respectivamente, ? 1 e j3 2 bases de Vj. e V 2> ache , ^ 
em função de T^, T 2 ^.* a matriz de T 1® T 2 era rela_ 
ção às bases © a 2 » 0 © P 2 * 



r 



i CAPITULO 4 



PRODUTOS INTERNOS 

Passamos, neste capitulo, a introduzir mais estru- 
ura nos espaços vetoriais; ensinaremos, agora, como "me- 
.ir distâncias w neles. Todos os espaços vetoriais conside 
'ados serão reais ou complexos. 



.,1 - A definição de produto interno. Generalidades 

EFINIÇÀO 4.1.1 - Seja V um espaço vetorial sobre o cor 
po real ou complexo»' denotados por K. 
r m produtd interno sobre V e uma função de VXV em K, 
scrita (,) e tal que* 

.) ¥u, v€ V , então (u,v) = (v,u) 

l) V u, v6V, kÇK, temos que (ku,v) » k(u,v) 

f) ^ u,v, w£V, vem que (u+v,w) « (u,w) + (vjw). 

uÇV, (u,u) e um número real não negativo; alem disso 
(u,u) a 0 se e somente se u « ^ 



JXEMPLOS 
M.2i Seja V 



R 



e a função de VXV- era R definida , 
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por (u,v) = x x x 2 + 3y 1 Y 2> quando u = (x 1> y 1 ), v = (x^)' 
Em primeiro lugar, l) , 2) e 3) são fàcilmente verificados. 
Para verificar 4) note que se u = v = (x,y), temos que 
( u ,v) = X 2 + 3y 2 * O e X 2 + 3y 2 = 0 se e somente se 

x a y = 0. 



4.1.3: Se V = R 3 e (,):VxV -» R 
= x 1 y 1 + x 2 y 2 + x^y^ , onde 

V = (y 1 »y , 2 ,y 3^ vemos> também sem 

3 

será um produto interno em R • 



e dado por (u,v) 

U ~ (x^jXgíX^) , 

dificuldades, que 



J 



(.) 



4.1.4: Seja V = C 2 e u = v =(y 1 ,y 2 )t u,v í C . 

Defina (,)lVXV C por (u,v) = + x 2 y 2_^_ 

Observe que (v,u) = + y 2 x 2 = ( x l y l + x 2 y 2^ = ^ u,v ^ 

ou seja (u,v) = (7^1). As propriedades 2 ) e 3) verificam- 

-se sem problemas. Observe, alem disso, que (u,u) = 

- (x^ + y 1 y 1 ) = |x 2 | * |y 2 1 = 0 e (u,u) = 0 se e 

somente se u = 0. 



4,1,5: Considere agora V = R 2 e (,)iVXV -♦ R dada por 
( u , v ) = x^ - 3x 2 y 2 . fácil ver então que l) , 2 ) 
g 3) são verdadeiros, mas o mesmo não acontece com 4): 
com efeito, (u.u) « x 2 - 3 X | e nÃo podemos garantir que 

X 2 - 3X 2 2 0 (por quê? faça * x 2 = » logo X l y l 

12 _2 
- 3x^y^ nâo define um produto interno em R ♦ 

2 2 

4.1.6: Tomemos V = C 2 e (,):VXV-* C dada por (u,v) » 
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+ Xgl/g • Verificam-se, sem problemas, as proprieda- 
ís 2) e 3), mas l) e 4) não são verdadeiras (mostre-o! ). 

,1.7: Já vimos que o conjunto C das funções continuas 
f :R -» R constitue um espaço vetorial com as opera 
àes de soma de funções e de multiplicação de uma função 
ír um número real. Definiremos, neste espaço, um produto 
aterno pondo (f,g) = f ^ ( t )g(t)dt . As propriedades l), 

'o 

) e 3 ) são fáceis de verificar. Por outro lado, note que 

f.f) = f' 1 f(t)f(t)dt = / 1 (f(t)) 2 dt £ 0 e esta integral 

-'O '0 

nula se e somente se f e a função constante nula, o 
ue demonstra 4) (você e capaz de demonstrar formalmente 
), para este caso? lembre-se da definição de função con- 
ínua) • 

.1.8: Se V é um espaço vetorial de dimensão finita, to 
me u 1 >u 2 »..«»u n uma base para V e definamos 

,):VxV-> C por (u,v) = Sa^, onde u = 2a i u i e 
- 2b ± u^ • Deixamos a cargo do leitor verificar que isso 

efine um produto interno sobre V. 

;xercício 

-.1.9: Mostre que, se V e um espaço vetorial de dimen- 
são finita, então existe sempre um produto interno 

Lefinido sobre V. 

De agora em diante, mesmo sem indicação explícita, 
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consicieraremos todos os espaços vetoriais de dimensão fi- 
nita, dotados de um produto interno. 



EXEMPLO 



reais , e.g. , 



A = 


a ll 


a 12 




. a 21 


a 22 . 


é, tal que a^. 


' 1 2' 


1 


2 3 1 


2 1 


» ! 


3 -4J 



uma matriz simétrica 2X2 



, etc . 



Defina (,):R 2 xR 2 -♦ R pela regra (u,v) m 



a ll a l2 



a 21 a 22 



x 



2 

^2 



, onde u = (x^,y^)j v = 



Ê fácil verificar que (») satisfaz as condiçoes 

l ) t 2 ) , 3). Procuremos condições para que (,) seja um 
* 2 

produto interno sobre R . 

Se u = (x,y) , (u,u) = (x,y) 



a ll a 12 



2 2 
ss a^x + 2a 12 xy + a Z 2 y = a 



11 1 



(a_ „ a 



11 22 ~ 12 



2 \ 2 

- a 19 )y 



a 21 a 22 
x2 



12 , r 
x + y 



4 ll 



l ll 



donde se segue que ( , ) define um 

2 



produto interno se e somente se ® 0 a l2 ”* a H a 22 < 



< 0. 



DEFINIÇÃO 4.1.11 - Seja V um espaço vetorial com produto 

interno (,) e u€V. A norma ou módulo 
de u, |[u|| , é o número real não negativo a/(u,u) , 
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2 4. 



1 2 \ 

B = e considere os 

V 2 5 



XERCÍCIOS 
.1.2: Sejam A = 

produtos internos que estas matrizes definem sobre 
R 2 (veja 4.1.10). Ache a norma do vetor (l»2) em re- 
.açâo a ambos os produtos internos. Êste exercício deixa 
ilaro que a norma de um vetor depende do produto interno 
pie estiver sendo usado. 

U 1. 13 : Se V e o espaço vetorial das funções continuas 
f:R *4 R com o produto interno 

(f,g) = í f(t)e(t)dt 

Jo 

iche a norma dos seguintes vetores de V: 

a) f(t) = e t 

b) g(t) = cos t 

c) h(t) = sen t 

d) w(t) = 1 

e) z(t)=t 

já introduzimos a noção de comprimento (norma) de 
um vetor. Ensinamos, agora, a reconhecer vetores ortogo- 
nais . 

DEFINIÇÃO 4.1.14 - Se V e um espaço vetorial com produ- 
to interno (,), dizemos que u,v € V 
são ortogonais se e somente se (u,v) - 0. 
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BXEMPLO 

4.1.15* Seja V = R 2 e u = (l,2). Achemos os vetores 

v Ç R 2 tais que (u,v) = 0. Se v = (x,y) , éntâo 

(u,v) = x+2y (estamos -supondo o produto interno x^y^ + 

+ x y 9 ) e asôim v e ortogonal a u se e sòmente se , 

2 2 

x+2y =0. j 




x+2y = 0 



LEMA 4.1.16 - Se V e um espaço vetorial com produto in- 
terno ( f ) e v 6 V, o conjunto {v] = 

= [u€V | (u,v)=0] e um subespaço vetorial de V. 

Demonstração : Sejam u^ju^ 6 {v} , então (u^,v) = (u^jv)* 

ss 0, logo se k 1 » k 2 € K > ( k l u l ,v ) = 

- (k 2 u 2 ,v) = 0 logo ( k x u i + k 2 u 2 ,v ^ = °» 0 ^ ue conclui 
a demonstração. 

DEFINI Çã.0 4.1.18 - Se V e um espaço vetorial e v 6 V, 

o complemento ortogonal de v e o sub 



espaço {v} = {u£V | (u,v)-0] . 




EXERCÍCIOS 



4.1.19: Se v^ e são vetores ortogonais não nulos 

de um espaço V com produto interno (,), então 
Vj^ e v 2 são linearmente independentes. ' 

4.1.20: Considere P n o espaço vetorial dos polinomios 
reais de grau Sn e defina (p(t),q(t)) = 
a j' p(t)q(t)dt; verifique que (,) e um produto inter- 
no e ache os complementos ortogonais dos vetores 1 e t 
respectivamente. 

DEFINlã.0 4.1.20 - Seja V um espaço vetorial e u,v € V. 

Os vetores u e v são ortonormais se 

A 

|| ull =* || vil = 1 e (u,v) ■ 0 . 



EXERCÍCIO 

4.1.21: Mostre que se v € V, então 



1 . 



Observaremos,, de passagem, o seguinte fato relati- 

2 

vo ao produto interno usual no R : se u « (x^»y^), 

V = ( x 2» y 2^ ent ®° x l y l + x 2 y 2 “ H U II ll v ll.. cos onde 0 

e o ângulo formado por u e v.’ , . 

Com efeito, aplicando a lei dos cossenos ao triân- 



guio OPP 1 , vemos que ||u-v| ( 


I 2 = INI 2 + IMI 2 


- *HIIMI 


2 

mas ||u-v|| = ((^Y v x. 2 -Y 2 ) 


'■( X l- y l- X 2- y 2 )) 


2 

3 X 1 


+ y' 


„ 2 2 _ 


,i „ 2 2 2 


ii li 2 




" 2x l y l + X 2 + y 2 - 2x 2 y 2 * 


||u|| = x x + x 2 , 


IMI 


■ Y 



2 . 2 
l +y 2 

2 2 2 2 2 2 
e assim ” 2x l y i + x 2 + y 2 * 2x 2 y 2 “ X 1 * x 2 + 
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+ y l + y 2 " 2 H U ÍIII V |I cos 0 donde ( u » v ) = x i y l + x 2 y 2 ~ 

» (Hl ||v|| cos e. - 

pi 



0 J 

É um Tato "bem conhecido que, no plano, o comprimen 
to de um lado de um triângulo é menor que a soma dos com- 
primentos dos outros lados. Êste fato generaliza-se J 

TEOREMA 4.1.22 ( De sigualdade de Oauchy -Schwartz ) t Se u e 
v sâo vetores de um espaço vetorial com 
produto interno (,) então J (u,v) | á |ju|j ||v|| • 

Demonstração i Se v = 0, a desigualdade se verifica tri- 
vialmente. Suponhamos, portanto, que v / 0 

2 

e vem então que, para t £ R, Os ||u-(u,v)tv|| = 

= (u-(u,v)tv, u-(u.v)tv) = (u,u) - t(ü7v)(u,v)-t(u,v)(v,u)+ 

+ t 2 (u,v) (u,v) (v.v) = ||u|| 2 - 2t | (u , v) [ 2 + | (u, 

2 

Fazendo agora t = — — ~iy » vemos que 0 á ||u|| 

|| v | ' 

assim |(u,v)l 2 S ]|u|| 2 ||v|| Z donde | (u,v) | S ||u 
exemplos 

4.1.23* Se V ss R 2 e (u,v) = + x 2 y 2 para 
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i = (x 1 ,x 2 ), v = ( n 1 *y 2 ) * então | x.^ + x g y 2 | * " 

■ W + x 2 } ( y i + y 2 ). 

{-.1.24? Considere V o espaço vetorial das funções contí 
nuas definidas no intervalo [ 0 , 1] com as opera- 
ções usuais e o produto interno dado por 

( f >g) = . f f (t)g(t)dt 
'0 

>ntao , a desigualdade de Cauchy garante que 

I f 0 f(t)g(t) d t| s ( f o f Z (t)dt)(j^ g- 2 (t)dt) 

Usando a desigualdade de Cauchy, podemos demonstrar 
i seguinte? 

EOREMA 4.1.25 - Se u,v £ V, então |lú+v|| k ||u|| + |[v|| • 

emonstração t || u+v|| a (u+v,u+v) a (u,u) + (u,v) a + (v,ú) = 
= ll u H 2 + ||v|| 2 + (n,v) + ;(v,u) s ||u || 2 + ||v|| 2 + 
2|(u,v)| < ||u|| 2 + ||v|| 2 + 2||u||||v|| a' (||u|| + ||v|| ) 2 e como 
stamos lidando com números não negativos segue-se que 
u+v|| á ||u|| + ||v||. 

XERClCIOS '■ 

.1,26? Se u,v £ V, e (u,v) a 0, então ||u+v|| 2 = ||u|| 2 + 

2 * • 

+ ||v|| • Alem disso, se V é um espaço- vetorial 

p p rt 

sal, ||u+vj| a JJuJ| + || v|| implica que (u,v) a 0. Mos- 
?e » por meio de um exemplo, que a segunda parte do exer- 
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ício não e verdadeira para espaços complexos. 

.1.27: Se V é um espaço vetorial real e com produto in 

terno (,) então (u,v) = i{||u+v|l 2 “ il u ll 2 ' H ^ ’ j 
iara todo u e v Ç V. 

Ul.28: Se u,v 6 V, então ||u+v|| 2 + |[ix-v|| = 

= 2 ( j|u|| 2 + ||v|| 2 ). Interprete geometricamente no 

plano. J 

+.1.29: Dados u,v € V, defina a distância d entre u 

e v por d(u, v) = ||u-v][ . Mostre que, Vu,V,w 6 V, 
antão d(u,v) £ d(u,w) + d(w,v), d(u,v) = d(v,u) e 
d(u,u) i -0. 

DEFINIÇÃO 4.1.30 - Seja V um espaço vetorial com produ- 
to interno. Uma base B de V e' dita 
ortogonal se é constituída P°r vetores ortogonais entre 

si; isto é, se p = (v^ vj , então (v^v.) = 0, 

para i^j* 

EXERCÍCIOS 

2 3 

4 . 1 . 31 , Ache bases ortogonais para o R e para o R . 

4.3.32: considere o subespaço V de R* gerado pelos ve 
toros (1, 1.0,0), (0,1, 2,0) e (0,0.3. 4). Verifique 
se estes vetores formam uma base para V. Caso isso acon- 
teça, teste se e uma base ortogonal. 
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INIGjLo 4.1.33 - Seja V um espaço vetorial com produ- 
to interno. Uma base 0 de V é ojr- ( 
irmal se ó constituída por vetores unitários (i.e. de 
ilo um) e ortogonais entre si. 

I 4.1.34 - Se p = {v 1 ,v 2 v n J e uma base ortogonal 

para o espaço vetorial V, então 
v_ v 

1 . || , , . . , n n . j] e uma base ortonormal para V. 






n v 2 í' "'nu 

onstração: Em primeiro lugar, é óbvio que p* e uma 
base de V (prove isso). Por outro lado, 



v 



V 



tem norma uni- 



v Ç V, v ^ O, então o vetor u = 
ia. Além disso, se u,v € V e (n,v) = 0, entaò, 

,k 2 € K (k^u jk^v) = 0 pois (kjUjkgv) = k i( u * k 2 v) = 
1 k 2 (u,v) = k^gO = 0 e o lema fica assim demonstrado. 

2 

Consideremos o plano R com o produto interno u- 

1 *2*2 + y x y 2 = |l u ll IMI 003 ô » 30 li u ll = 1 » enta0 

v) = ||v|| cos e e (u,v)u é a componente de v na 
eção de u. 




U ( u > v ) v 

erve que v pode ser decomposto na soma de dois veto- 
! ortogonais jum na direção de u, (u,v)u, «que pertence 
subespaço gerado por u e outro, v-(u,v)u, ortogonal 
u: com efeito, (v-(u,v)u,u) w (v,u) - (u,v)(u,u) = 0. 
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o v e u são linearmente independentes, então 
- (u,v)u é não nulo (por quê?)* 

No espaço , tàmbem com o produto interno usual, 
ejam v j_ ,v 2 e v i* 1 ’© 3 vetores linearmente independen- 

es e tais que ||v^|| = 1, ||v 2 || " ^ e ( v i ,v 2^ = °* • pode '" 
los então projetar v sobre v^ e v^* A soma dessas 
.uas projeções, (v,v^)v^ + (v,v 2 )v 2 e a com P onen ^ e de 
- no plano determinado por e v 2* ^'. omo anteriormen- 

;e, o vetor V - (v,v ;L )v ;L - (v.,v 2 )v 2 será ortogonal ao 
lubespaço gerado por e v 2 : (v,v^) 25 ( v "*( v j v ^) v i “ 

■ (v.v 2 )v 2 ,Vi) = (v,v ± ) - (v,T 1 )(v 1 ,v i ) - (v,v 2 )(t 2 ,t.) = 
s 0, para 1=1,2* 

5 XÈRCÍCI 0 

Seja V um espaço vetorial com produto interno, 

e U o subespaço de V gerado pelos vetores 

/ , v , ...,v . Então, se v. € V, v e ortogonal a um ve- 
12 s 

bor qualquer de U se e somente se v. e ortogonal a 

V v 2'---’V 

4 . 1 . 36 : Se u = ( 1 , 2 ), v = ( 1 , 1 ) ache a projeção de u 
na direção do subespaço gerado por v. 

4,1.37: Seja V um espaço vetorial e 3 3 t v l» v 2 * * * * * V n^ 
tuna base ortonormal para V. Então, se 
v = Lx. ± v ± , mostre que x ± = (v,v ± ). 
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Baseados na situação do R e do R-* definimos, 
e maneira geral, a projeção de um vetor sobre um subespa 

o . 



EFINIÇãO 4.1.38 - Se V e um espaço vetorial com produ- 



to interno e v. ,v_,...,v Ç V são 

^ s 

etores ortogonais dois a dois, a projeção de v € V sô- 

re o subespaço gerado por V- , v* , . . . , v e o vetor 
V 1 v s v 

v,v l) 7Í + ( v » v 2 ) T Ks+ ... + (v,v ) ~ » 

Kr 2 wr 3 iivj*Ko*- 

Ê trivial obter, a partir de uma base ortogonal de 
m espaço V uma base ortonormal para o mesmo espaço. 0 
eguinte resultado ensina a achar uma base ortogonal era 
m espaço vetorial com produto interno: 



EOREMA 4.1.39 - ( Processo de Grara-Schmidt ) : 

Se V e um espaço vetorial com produto 
nterno e v i» v 2 ,,#,,v s s *° v ©tores linearmente indepen- 

entes em V, e possível achar vetores u lf u 2 ,...,u que 
s.o ortogonais dois a dois (isto é, (u. ,u ) =* O se i/s) 
que são também uma base para o subespaço gerado por 
1 ,v 2 ,...,v s . 

emons tração : A demonstração é análoga ao que fizemos aci_ 

2 3 

ma para o R e R^ e se faz por indução: 
onha Uj^ = v^ e suponhamos que já foram encontrados os 
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ores u i ,u 2’ ’ ' ' ,u s-l’ defina então: 

(v . ,u. ) 
„ v s i 



u = v - E 
s s i<s 



l < s, (u ,u .) = (v ,u.) - 






s ’ ■ i<j 11 u. II 2 



pátese de indução nos garante que (u^u^) =0 se 
& l, logo (u g ,u^) s (v g ,u^) - (v g ,u^) =0. 



Como, por indução, u i ’ u 2 * * * * ,U s -1 S eram ° me smo 

bespaço que v l» v 2 , * * * * V s-1 e U s 0 linearmen ^ e 
ndente de v x » v 2 » • ■ • » v s -l vem que u s £ 0 ’ ® tambe'm 
vio que o subespaço gerado por v 1 > v 2 ,, ** ,V s 0 ° mesmo 

e aquele gerado por u^jUg, • • • i u s (voce e capaz de pro. 
r esta última afirmação?). 




iROLARIO 4.1.40 - Se V e um espaço vetorial de dimen- 
são finita, é sempre possível encon- 
’ar em V uma base ortonormal. 

»mons tração : Tome uma base arbitrária { v i> v 2 » . . . ,v n } de 
V e, usando o teorema, ache uma base orto- 

mal Í U 1 » U 2 »‘-*» U J para V; éf entao ' fácil obter uma 
ise ortonormal, dividindo cada vetor u ± por sua norma. 

Ê importante perceber a necessidade de 4.1.40* Da- 
o um espaço vetorial V nada nos garante, a priori, a 
xistência nele de vetores ortogonais entre si e que for- 
am uma base para V. 0 corolário serve exatamente para 



-129 



garantir tal fato. 



5XEMPL0 



+ .1.41: Achar, em R uma base ortonormal para o subespa 
ço gerado por v x = ( 1,1 ,0,0), = (0,1,2,0), 



3 v 3 = (0,0, 3, 4). 

Ponha = (l,l,0,0); então, - 



(v 2 > u i) 



u, 



i* U 1 = 



= ( 0 , 1 , 2 , 0 ) - ^ ( 1 , 1 , 0 , 0 ) =* (- 1 / 2 , 1 / 2 , 2 , 0 ). 



V 3 “ 



í v 3* u l } 






,•2 U 1 “ 



(v v u ) 

~ ,2 u 2 * (°>°>3>4) - — 



u. 



U n 



lll II “211 

--^2 (-1/2, 1/2, 2, 0) = (0,0, 3, 4) - (-4/6, 4/6, 8/3,0) = 

* (2/3, -2/3,l/3,4) , e assim 

= (1,1, 0,0), u 2 =: (-1/2, 1/2, 2,0), u 3 = (2/3, -2/3, V3,4) 

+ .1.42: Seja P^, o espaço vetorial dos polinoraios reais 
de grau menor ou igual a 2 e tome o produto inter 
io dado por 

(p(t),q(t)) = f p(t)q(t)dt . 
s'-l ■ 

Podemos achar uma base ortogonal para ? 2 como segue: 

2 ^ 

partimos da base l,t»,t e pomos = 1; então 



u 2 = t 



- ,^ t, 2^ ~l = tf P ois ('fc»!) = í 

i|| 2 u 



tdt =0 e 



lllj^ ac f dt a 2 • Por outro lado, u- * t^ - 1 - 

2 - 1 ,i 3 II 1 !! 

- — ’n t e como (t 2 ,l) » / t 2 dt ■ 2/3, (t 2 ,t) = 

11*11 '-1 
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j t 3 dt = 0, vem que = t 2 - l/3 • 



Se desejarmos uma base ortonormal para V e sufi 

11 U~ /r. /O . , 2 - /„ \ 



ciente tomar 
EXERCÍCIO 



4 l" 



u r 



U 






4.Í.43, Se V 4 um espaço vetoriaíde dimensão finita 

côm produto interno (,) e e !> e 2 ’ * * * ’ °n 6 ^ : ' 



base ortogonal de V, então ^u,v £ V, (u,v) = Sx.y,, ' J 



onde u = £ X j e j* V ^j e j* 



A noção de complemento ortogonal estudada em 4.1.17 
pode ser generalizada. 



DEFINIÇÃO 4.1.44 - Seja S=V um subconjunto do espaço 

vetorial V. 0 oomplementq._ortogon al 

de S, S x é o conjunto dos vetores de V que sao 

, c -io S 1 a fvfV I (v,s)=0,V-s€S]. 
gonais aos vetores de S, i.e., i 



LEMA 4.1.45 - se S = V, então S A é um subespaço veto- 
rial de V. 

„ x 



*» c fi v v € s\ então ( v i» s ) = ( V 2 ,S ^ * 
Demonstração ? Se v i» v 2 c * 1 

Vs e S; mas assim (k^ + k 2 V 2 ,S ^ S °’ 
VsêS. Por outro lado, S X 4 não vazio, pois 0 € S 

e a demonstração fica concluída. 



EXEMPLO 



4.1.46: Seja V = R 3 a S = Cv 1 ,v 2 ) . ^ - (l- 1 - 1 ) 



= (1,0, O), Vemos então que v 6 S se e somente se 

I 

, V;L ) = (v,v 2 ) = 0 ou se J a x+ y +z = p » x = °* 
sta maneira S X = ((0,l,-l)}. 

SRCÍCIO 

1.47í Se V = P , ache o complemento ortogonal de 

S = { 1, t , 1+t 2 ) ; o produto interno é (p(t) ,q(t )) = 
j i p(t)q(t )dt . 



1.48: Se U £ V e um subespaço vetorial de V, então 
qualquer vetor de V se escreve, de maneira úni 
como soma de um vetor de U e de uni vetor de U . 

,m efeito, se v 6 V, seja -v ± a projeção de v sobre 
(o que é essa projeção?) e v g = v-v^ vemos então que 
r u € U, (v 2 ,u) = (v-v^u) = (v,u) - (v^u) = o. (Por^ 
ie? você seria capaz de demonstrar isso?) logo v^. € V 
assim v = v^+Vg. Por outro lado, se v * v£ + v 2 > 
jm v| € u, v£ € U X segue-se que v*+v£ = v^Vg donde 

j^-v 1 = v 2 -v£ e como " v l ^ U ’ v 2 ” V 2 € U 

,e vi - Vj_ € U X logo (v-.v^ v.-v^ = 0 (por quS?) • 
330 mostra que v£ = Da mesma maneira, v£ = Vg. Se 

= (u x ,u 2 u n }, 0- = (u«,u» u;] são bases de U 

U X respectivamente, então p H = í u l ,u 2 U n ,U Í*”’’ U ! 

uma base de V. Com efeito, o fato de que os vetores de 
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3 " geram V segue-se das considerações acima (por quê? 
dado v Ç V, escreva v = v^+Vg com v i ^ v 2 ^ U 6 

exprima v^ o v 2 como combinações lineares de elementos 
de 3 e 3® respectivamente). Como 0 =s 0+0, e 0 Ç XJ, 

0 € U*\ segue-se que u i» u 2 » • • • > u n » u i» . . . ,u^ são linear- 
mente independentes (por quê? use a unicidade da decompo- 
sição de um vetor de V em um elemento de U mais um 

± ■ S 

elemento de U ) . 



4.2 - Funcionais lineares e sua representação 

DEFINI Çã.0 4.2.1 - Se V ê um espaço vetorial sobre um 

corpo K, um funcional linear a:V + K 
e uma transformação linear entre os espaços vetoriais V 
e K, ou seja, é uma função a:V + K tal que 

1) V- v lf v 2 € V, a(v 1 + v 2 ) = a(v x ) + a(v 2 ) 

2) V- k € K, v 6 V, a(kv) = ka(v) 

EXERCÍCIOS 

4.2,2: Mostre que se existe v £ V tal que <x(v) = 1» en 
tão o funcional linear a é sobre jetor. 

4.2.3? Mostre que a função TT^jR 2 -♦ R dada por rr^(x,y) - 
= x e um funcional linear. É sobrejetor? é inje- 



tor? 
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U2.4: Mostre que se V é de dimensão n, n > 1, e 

a:V •* K 4 um funcional linear, então a não pode 
ser injetor (use o teorema do núcleo e da imagem). 

N2.5: Se V e um espaço vetorial de dimensão n, e 
cxjV -» K 4 um funcional linear não nulo, então 
lim N(cx) = (n-l) (isto e, a dimensão do núcleo de a e 
i-l). 

5XEMPL0 

I-.2.6: Seja V um espaço vetorial e u € V; consideremos 
a função '|< u :V -♦ K. dada por i|J u (v) = (v,u). E fá- 
■ i 1 ver que i|/ u e um funcional linear: ^ u ( v i +v 2 ) ~ 

: ( V i+Vg ,u) = (v 1 ,u) + (v 2 ,u) = ^(v^,) + -l- u (v 2 ) e 
u (kv) — k<l< u (v). Ob serve que se u jí 0, então não e 

’ funcional linear nulo, i.e., aquele que toma o valor 
ero para todo vetor de V (você e capaz de provar esta 
última afirmação?) . 

Ainda na mesma linha do Exemplo 4.2.6, seja 
— (l»2,-l) 6 ; então se v € R^ , f u (v) =* (v,u) a 

x + 2y - z . 

Já sabemos que uma transformação linear T:V W 
nde V e um espaço de dimensão finita fica perfeitamen- 
e determinada se conhecemos como T transforma os veto- 
es de uma base de V Êste resultado vale òbviamente pa- 
a os funcionais lineares. 
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EXEMPLO 

4,2.7: Seja V um espaço vetorial real de dimensão 3 e 





p - [v ,v ,vj uma base para V. Representemos um 


vetor 


v Ç V por suas coordenadas ( x i» x 2 ,x 3 ^ 


em rela- 


ção a 


p . Considere 0 funcional ij/ :V R tal 


que t (v 1 ) 


■ 2, 


4 (v 2 ) = 1 , i|f (v^) « - 4 . Então, se v € V, 


t (v) = 


= *(* 


1 V 1 + x 2 v 2 + X 3 V 3 ^ “ X 1^ V 1^ + x 2^ v 2^ + 


x 3 *(v 3 ) = 


= 2-1 


+ x 2 “ 4 x 3 * 





Já vimos também como somar transformações lineares 
e como multiplicar uma transformação linear por um esca- 
lar. Isso vale, é claro, para funcionais lineares, que sao 
um tipo particular de transformações lineares. 

Se V é um espaço vetorial de dimensão finita e 
p = í v i,v 2 v n } e uma base para V, defina ps funcio- 
nais lineares i|r 1 2 > • • • n P or 



b i^j 



Afirmamos que um funcional linear arbitrário i|t é 

uma combinação linear de 2 + n - Com efeito ccnsi 

dere os escalares k x = * (v x ) * n = *(»„)■ Mostraremos 

que ♦ = E k.^i já sabemos que á suficiente demonstrar 

que t(vj = ( E k,*.)(v ), j=l,2 n (por que?). Mas 

0 i=l 1 1 J 

ijf(vj) = e +•••+ k n ^n^ V j^ " k l^l^ V j^ 



+ . . . + 
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k i í-( v j) + **• + k n^n^ V j^ - k j e a ssim fica demonstrado 
que desejávamos. 

Já vimos que, para u Ç V, i u (v) = (v,u) determi 
um funcional linear. 0 resultado abaixo garante que to 
s os funcionais lineares ♦ *V -* K podem ser obtidos 
sta forma. . 

IOREMA 4.2.8 (teorema da representação dos funcionais li, 
neares) - Seja V um espaço vetorial com 
■oduto interno (,) sobre um corpo K e ijr j V K um fun 
.onal linear. Então existe um único vetor u^ É V tal 
ie , para todo v 6 V, r(v) = (v »u^ ) * 

?mons tração : Suponhamos, por um momento, que u^ existe 
e vejamos que vetor deveria ser; tomemos 
na base ortonormal { e^ © 2 * • • • * e n ^ P ara v e seja 
= Ex.e.j se f (v) = (v,u^) t em particular *( 0 ^) = 



<VV = (®j. Ex i e i) = Ei^e-.e.) - X. 



e assim x. 



t ( e ~) , i=l, 2 n. Agora, para provar a existência de 

podemos definir u^ = Et (e ± ) e ± e segue-se imediatamen- 
3 que i|r(v) = (v,u^) (prove issol). 

Para a unicidade, note que se ♦ (v) * (v,U|) = 
(v.,uj), com U|(| jL u| Tem que (v.u^-uj) = 0, V-v 6 V. 
n particular, fazendo v = u^ -u| , segue-se que -uj =» 0» 

°g° = U <{ * 
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EXEMPLO 

4.2,9: Daremos, agora, outra demonstração mais geométrica 
deste teorema j suponha que f não 4 o funcional 
nulo e seja N o núcleo de t|i . Como dim N = n-1, segue- 
-se que dim N = 1 (por que?). Seja portanto v Q 6 N , 
v Q / O e ll v oll = s© v € V, podemos por 




e note que 




Por outro lado, 

(v,v 0 ) = (V-v 2 ,v 0 ) = (v 1 ,v 0 ) + (v 2 ,v 0 ) 

Assim, se tomarmos para u^ o vetor i|i ("VqJvq ve- 
mos que i|f (v) - ( v » ^( v q) v q) e ° teorema esta demonstra- 
do. 

EXERCÍCIO 

4.2.10: Se if iB? 4 R 4 dado por \|i(x,y,z) = 3x+2y-z, 
ache v Q tal que i)f (v) - ( v > v q)* 

EXEMPLO 

4.2.11: Seja i|r = P g -» R dado por (p ( *b ) ) = p’(l); assifl 

o p 

por exemplo, t (t^ + 2t - 4t + 3) 3 6. Se o pr£ 
duto interno em P 2 e dado por (p(t),q(t)) = 
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I p(t)q( t ) dt , ache o vetor v^ que representa ijr . 



Uma solução para o exemplo é tomar uma base orto- 
onal para e aplicar a ela o método usado na demons- 

ração do teorema. Mas o exercíòio pode ser atacado dire- 



amente como segue: 


se 


4.2 

v o = a o t 


+ a^t 


+ 


a 2 * 


vemos que 


M = (v,v 0 ) = a Q ( 


v, t 2 


) + a x (v ( t) 


+ a 2 


(v, 


1)* 


0 nosso pr^ 


lema é determinar 


V 


a l* a 2 * 


• 








Fazendo v 


sucessivamente 


igual 


a 


1. 


2 

t, t , te- 



os que 



t (l) - ) + + a 2 
♦(*) = a 0 (t,t 2 ) + a 1 (t,t) + a 2 
it(t 2 ) = a 0 (t 2 ,t 2 ) + a^t 2 ,!;) + 



omo til) 


= 0, 


♦ (t) = 1, *(t 2 ) * 


'1 2 




(X fX 


t dt = 


2/3, 


/ tdt a 0, dt : 


-1 




J-x J-x 


4 

t^dt = 


2/5 


obtemos, enfim, que 


-1 







(l.t) 

(t,l) 

a 2 (t 2 ,l) 



2 e 




0 = 2/3a 0 + 2a 2 

1 = 2/3a 2 

2 = 2/5a Q + 2/3a 2 



0 , 



resolvendo este sistema vemos que a^ 

= -15/4. 



45/4, a x = 3/2, 



2 
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4,3 - A adjunta de uma transformação linear 

2 2 

Seja a transformação T:R -4 R definida pela ma- 

. . (Z 
triz 1 ). 

2 

Considere o vetor v = ( 1 ,- 2 ) Ç R e forme a ex- 
pressão (t(u) , v) , V u € R 2 . Se u - (x,y), então j 

(T (u) , V ) = (( 2 í)(y),(l,-2)) - ((2x + 4y, 3x + y), ( 1 ,- 2 )) 
2x + 4y - 6x - 2y = -kx + 2y. Observe que (t(u 1 +u 2 ) ,v) = 

= (T(u 1 ),v) + (t(u 2 ),v) e (T(ku),v) = k(Tu,v) . 

Denotemos a expressão (t(u) ,v) por ^ v (u) , para 
indicar que depende do vetor v (obviamente dependera 
também da transformação linear escolhida). Provamos, aci- 
ma j que f y (u 1 +u 2 ) = ^(Ui) + l|í v (u 2 ) e t v (ku) = k* v (u), 
ou seja, ijr é um funcional linear . 

Mas se ijr é um funcional linear, existirá um ve- 
tor v*" 1 ^ R 2 tal que if (u) = (u,v*). Como t v (u) = 

- _4x + 2y, segue-se imediatamente que v* = (-4,2). 

Assim t v (u) = (t(u) ,v) = (u,v*) » ( (x,y) , (-4 , 2) ) . Recapi 
tulomos o que foi feito: dada uma transformação linear 
T:R 2 -> R 2 e fixado v € R 2 , associamos a ele um funcional 
linear definido por i|f v (u) = (t(u) ,v) , Mas então es- 

te funcional linear é representado por um certo vetor 

2 2 
v* £ R . Assim, partindo de um vetor v £ R chegamos a ura 
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2 2 

©tor v* £ R { note que dado v £ k , o v* que satis- 
az as condiçoes acima é único (por quê?). Temos assim, 

* * „ 2 p 

ma função de domínio R e contradomínio R . Esta fun 
ao será chamada de adjunta de T e denotada por T* . 
m verdade, T* e uma transformação linear ; provemos que, 

V 1 ,V 2 ^ ^ * T*(v.^+v 2 ) = + ^*^ V 2^* Pela definição 

e T*( v 1 +v 2 ), para todo u 6 R 2 , (.Tu,v 1 +v 2 ) = 

( u » T *( v 1 +v 2 )) = ( Tu » v x ) + T(u,v 2 ) = (u,T*v 1 ) + (u ,T*v 2 ) =s 
(u,T*v 1 + T*v 2 )j assim, para todo u £ R 2 , (u,T*(v +v 2 )) = 
(u,T* Vl + T*v 2 ), ou seja, (u,T*(v 1+ v 2 ) - T*v ± - T*v,J = 
0 e em particular fazendo u = t*(v^+v 2 ) “ T*v^ " T*v 2 
em que T^Vj+Vg) = T*(v x ) + T*(v 2 ). 

A demonstração de que T*(kv) = kT*(v) e analóga, 
deixada como um exercício. 

ÍERCÍCIOS 

.3.1: No exemplo acima, mostre que T*(kv) = kT*(v). 

,3.2: Na demonstração acima foi empregada uma técnica já 
usada antes: dado v £ V, se (u,v) = 0 para todo 
é V, então v = 0. Demonstre isso. 

3.3: Se voce entendeu este exemplo e acredita que T* 
e uma transformação linear do plano, então deve 
r possível achar sua matriz em relação à base canônica 
>0)> (°»l). Ache-a. (Sugestão: é suficiente calcular 



T*(l>0) e T*(0,l)). Você ê capaz de perceber alguma rela 

ção entre a matriz de T* e a de T ? 

0 que acabamos de fazer ê inteiram ente geral. Dada 
uma transformaçao linear TsV + W, onde V e V sâo es- 
paços vetoriais com produto interno, fixe w € V e consi 
dere a expressão (Tv,w),¥v€ V (observe que esta ex- 
pressão faz sentido, pois Tv € V) . Chamemos de * w (v) a 
expressão (Tv,w) , i.e., 1» w (v) » (Tv,w). 

LEMA 4.3.4 - A função ^ í V -» K definida por t w ( v ) - 

= (Tv,w) é um funcional linear. 

Demonstração : t w ( v i +v 2) = (T(v^+v^) » w) = (Tv^+Tv^jw) - 

= (Tv 1 ,w) + (Tv 2 ,w) = ♦ w (v 1 ) + ^ w ( v 2 ) e 

|i^(kv) = (T(kv),w) = (kT(v),w) = k(Tv,w) = kij/ w (v). 

Se Jr e' um funcioxii.il linear de V, existe um dni 
w 

CO vetor vf € V tal que * w (v) = V-v 6 V. 

LEMA 4.3.5 - A correspondência W V definida por 
w -♦ w* é uma transformação linear. 

Demonstração : Por definição, V v € V, ( v > ( w i +w 2 )*) 

= (Tv^w^Wg) = (Tv,w 1 ) + (Tv,w 2 ) = (v,w*) + 
+ (v,wj) = (v,w* + w*) logo (w 1+ w 2 )* - Wj + w* . Igual- 
mente demonstra-se que (kw)* - kw* . 

DEFINI ÇãO 4.3.6 - Dada uma transformação linear T:V -+ V, 



brans formação linear W -> V definida por w -► w* é 
imada de transformação adjunta de T e denotada por T* . 
sim, T* é definida pela equação (Tv,w) = (v,T*w) , 
v € V, w 6 W. 

EMPLO 

3.7: Seja D:P 2 -4 P 2 o operador linear derivação e cal 
lemos D*:P 2 -4 P 2 . A transformação D* fica per- 
itamente determinada se conhecermos D*(l), D*(t), D*(t ); 
r outro lado, a equação definidora da transformação adjun 
nos garante que (üp(t),q(t)) = (p (t ) ,D*q( t ) ) , para 
is polinómios quaisquer em P 2 . Assim 

(D(l),l) = (l,D*(l)) 

(D(l),t) = ( 1 » D* ( t ) ) 

(D(l),t 2 ) = (l,D*(t 2 )) 

(D(t),l) = (t,D*(l)) 

(D(t),t) = (t,D*(t)) 

(D(t),t 2 ) = (t,D*(t 2 )) 

2 

r D*(l) = a Q + a^t + a 2 t 

D*(t) s + b^t + t> 2 t 2 

2 2 

D*(t ) = c Q + c x t + c 2 t 



itemos 
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0 s (0,1) = a Q (l, l) + a 1 (l,t) + a 2 (l,t 2 ) 

0 s (o , t ) = b 0 (l,l) + b 1 (l,t) + b 2 (l,t 2 ) 

0 = (0,t 2 ) = c 0 (l,l) + c^ljt) + c 2 (l,t 2 ) 



(1,1) = a Q (t,l) + a x (t,t) + a 2 (t,t 2 ) 
(l,t) = b Q ( t , l) + b 1 (t,t) + b 2 (t,t 2 ) 
(l,t 2 ) = c 0 ( 1 1 1 ) + c ± (t t t) + c 2 (t,t 2 ) 



J 



2(t,l) = a Q (t 2 ,l) + a 1 (t 2 ,t) + a 2 (t 2 ,t 2 ) 

2 (t , t ) = b 0 (t 2 ,l) + b^t^t) + b 2 (t 2 ,t 2 ) 

2(t,t 2 ) = c 0 (t 2 ,l) -»■ Cl (t 2 ,t) + c 2 (t 2 ,t 2 ) 

Tomemos o produto interno em P ? dado por (p(t),q(t)) = 

í 1 

=x / p(t)q(t)dt e temos 
'-1 

(1,1) = 2 (l,t) = 0 (l,t 2 ) = 2/3, (í,t) = 2/3, 

(t,t 2 ) = 0 (t 2 ,t 2 ) = -2/5 

e assim vem que 

0 = 2a 0 + 2/3 a 2 

0 = 2b 0 + 2/3 b 2 

0 = 2c 0 + 2/3 c 2 

2 = 2/3 sl 1 

0 = 2/3 

2/3 = 2/3 c 1 
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DgO 



0 

2 

0 





0 = 2/3 a Q + 


2/5 a 2 








4/3 = 2/3 b Q 


+ 2/5 b 2 








0 = 2/3 c 0 + 


2/5 o 2 






2a o + : 


2/3 a 2 




a o = 


0 


2/3 






a l = 


3 


2/3 a Q 


+ 2/5 a 2 




a 2 = 


0 


2 b Q + 


2/3 b 2 




b o = 


-5/2 


2/3 






b l = 


0 


= 2/3 1 


b 0 + 2 /5 b 2 




b 2 = 


15/2 


2 °0 + 


2/3 o a 




°0 = 


0 



2/3 = 2/3 Cl 
0 s 2/3 c n + 2/5 



C 1 = ^ 
c 2 = 0 



o 

i seja, relativa à base l,t,t a matriz de D* e' 

‘ 0 - 5/2 0 * 

3 0 1 

O 15/2 o 

teorema a seguir mostra que nem sempre á tâo laborioso 
lcular a matriz de T* , conhecendo -se T. 



OREMA 4.3*8 - Sejam V e W espaços vetoriais de di- 
mensão finita ambos com produtos internos 
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e f) = (e., e? s ], 3- = [ei e<} basos ortonormais 

^ ^ P T 

de V e V respectivamente. Então a matriz T*] ^ e a 
transposta conjugada da matriz T ] ^ ♦ 

Demonstração : Se a ±j 6 T] sntSo por definição, a ±J = 
'= (Te.,e>) = (e.,T*e') = (T*e-,e.) = ã*. e 
assim o teorema fica demonstrado. 



EXERCÍCIOS 

4.3.9: Seja T:R 3 -t R 3 dada pela matriz 

Se g = [(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 

gt = ((1,1,0), (0,1,1), (0,0,1)}, ache, de 

distintas, T*] pl * (Sugestão: ache T*] p( 
mo no Exemplo 4.3*7 e em seguida ache T*] 
para a base 3 ' ) ■ 



10 1 ^ 
13-1* 

-2 1 0 _ 

e 

duas maneiras 
diretamente co- 
^ e mude então 

3 



4.3.10: 


Mostre que se 


T e S 


são transformações linea- 




res T:V -* V, 


S : V -♦ U, 


então 


(S • T)* = T*oS* . 


4.3*11** 


Demonstre que 


I* = I. 






4.3.12* 


Mostre, usando 


4.3*10, 


que se 


T é inversível 




T* também 0 será e que 


(T -1 ) 


* = (T*)" 1 . 


4.3*13» 


Mostre que (T*)* *= T 


e que 


(T+S)* = T*+S* . 


4.3*14: 


Demonstre que 


(kA)* =« 


kA* . 


- 
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CAPÍTULO 5 

TIPOS ESPECIAIS DE TRANSFORMAÇÕES 



. 1 - Auto-valores e auto-vetores de uma transformação 
linear 

Neste capitulo, como no anterior, todos os espaços 
ítoriais considerados são reais ou complexos e sempre do 
idos de um produto interno. 

JFINIÇãO 5.1.1 - Seja V um espaço vetorial sobre um 

corpo K e T:V -* V uma transformação 
.near. Dado \ € K, dizemos que X e um auto -valor (ou 
ilor próprio) de T se 3 v 6 V, v ^ 0 tal que 
v) = \v. 

ÍFINIÇAO 5*1.2 - Se V e um espaço vetorial sobre um 

corpo K e T:V -> V e uma transforma- 
do linear, dizemos que v Ç V, v 0 ó um auto -ve tor (ou 

tor próprio), de T se 3 X € K tal que Tv = Xv. 
zemos que X e autò-valor associado ao auto-vetor v. 

Note que o número 0 £ K ó um auto-valor de T, 
sociado a v € V, v £ 0, se e sòmente se 



v 6 N(T) . De,s 
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ta maneira, uma transformação linear T:V •+ V admite o 
escalar 0 como auto-valor se e somente se nao é inver- 
sível. Observe também que Tv = Xv Se e somente se 
(T-Xl)v =0 e desta maneira X é auto-valor de T se e 
somente se a transformação linear (t-\I) nao e mversi- 
vel . 

EXEMPLO J 

1 3 

5.1.3: Seja T:R 2 -♦ R 2 dada pela matriz 2 ) . Se 

(t-Xl)v = 0, entre ± \ ) (*) = (q) • Mas a 

transformação definida por ® inversível 

se e somente se detf 1 '* ^ ) = 0 (por que? veja 3-3-9) 
ou seja (1-X) 2 -9 = 0 e assim = 4, Xg = -2. Se 

s 4, tuna solução de ( ^ „^)(y) 51 (o^ ® í 1 » 1 ) que 
será um auto-valor de T associado ao auto-vetor 4. Para 
X 2 = -2 obtemos, por exemplo, o vetor (l,-l). 

Note que se v é auto-vetor de T associado ao 
auto-valor X e k € K, então kv será também auto-ve- 
tor de T associado a X, pois T(kv) = kT(v) = k(Xv) - 
- X (kv) . Podemos mesmo demonstrar o que se segue: 

TEOREMA 5.1.4 - Dada uma transformação linear T:V V, o 
conjunto V x = [vÇV | Tv=Xv) e' um subespa 

ço vetorial de V. 



Demonstração : Em primeiro lugar, 



e não vazio, pois 
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€ ; s© v lt v 2 € , então T ( v 1 +v 2 ) = ^ v i + * v 2 = 

Mv 1+ v 2 ) e T(kX) = X (kv) . 

Outro fato importante e demonstrado abaixo* 



i/OREMA 5*1*5 ~ Se T:V -4 V e uma transformação linear e 
v l ,v 2 s ^° auto-vetores associados aos au 
)-valores distintos ^ e X 2 , então v x e v 2 são li 
jarmente independentes. 



smonstração : Suponhamos que + X 2 V 2 “ ent ®-° 

T K V 2 + X 2 V 2> = x l T ( v l) + ^ 2 T(v 2 ) = x x \ lVl + 

x 2 ^2 V 2 = Como X^ jí X^, o sistema de equações veto- 
-ais 

X 1 V 1 + X 2 V 2 = 0 
X 1 X 1 V 1 + x 2 X 2 v 2 = 0 

imite só a solução x i “ x 2 = 0 (por que? prove isso). 



CERCÍCIOS 

.1.6: Seja T:R^ -+ R^ definida pela matriz . 

2 3 

Mostre que esta transformação possui dois auto-va- 
)res distintos e ache, para cada um deles, um auto-vetor 

i a 2 

to nulo. Dê uma base de R em relação à qual a matriz 
> T e diagonal. 

* 2 2 

1.7* Ache uma transformação linear T:R -* R que não 



possui auto-valores. 
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14 -2 -2 

5.1.8: Seja T:R 3 * R 3 definida por 18 -1 -3 • 

Determine os auto-valores e os auto-vetores de T 
e uma base de R 3 em relação à qual a matriz de T e 
diagonal . 

5.1.9J Se TxV -+ V e uma transformação linear, V tem 

dimensão n e sâo auto-valores 

distintos de T, com auto-vetores v 2 » ' * * » v n* então es 

0 

tes formam uma base 0 para V. Ache T] ^ 

5,1.10: Seja T:V -» V uma transformação linear. Um sub- 
espaço U de V e dito invariante sob T se 
T(U) C U. Mostre que se T admite um auto-valor X, en- 
tão e invariante sob T. 

5.1.11: Ache uma transformação linear do plano que nao 

admite nenhum subespaço invariante (exceto, natu- 

2 

ra lmente , os subespaços triviais 0 e R ). 

5.1,12. Mostre que se T.V ■» V é uma transformação linear 

0 U 1’ U 2 3ut,es P a Ç° S setoriais dS V invari " 

antes sob T e tais que V = U^üg. então existem 

T iU- -» U , T .U 2 •+ U 2 tais que T^Su.,) = + 

111 

+ T 2 (U 2 ) , \4 U = U 1 ®U 2 6 V. 

5.1.13* Dáda uma transf ormaçao linear T:V -* V cuja ma 

triz em relação a uma base 0 de V 6 diagonal, 
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re que 3 e formada por auto-vetores de V. Se $ 1 

3 * 

tra base de V, segue.-se forçosamente que T]pi ® 
onal? 

14* Se T*V -♦ V e uma transformação linear, ó sempre 
possível achar uma base p de V em relação à 
a matriz de T e diagonal? Prove isso ou dê um çon- 
exemplo. 

Toda matriz A nXn com coeficientes em um corpo 
rico K define uma transformação linear T^tC C • 
z e uma matriz nXl representando um elemento de 
então t a ( z ) - A.z. 

Nição 5.1.15 - Dada uma matriz A nXn, um auto -valor 
de A ó um auto-valor da transformação 
! n C n induzida por A. Um auto-vetor de A ó ura 
i-vetor de T (logo, uma n-lista de números comple- 

A 

1 . 

tcício 

cos 0 - aen 0 

,16* Dada a matriz A ( sen e C os 0^ * Aclie seus 
valores próprios e vetores próprios. 

Já vimos qúe nem sempre uma transformação linear 
V admite auto-valores e auto-vetores. Por outro 
d, uma matriz nXn com coeficientes em um corpo K 
mi sempre auto-valores, que serão números complexos, 
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nâo necessariamente em K, como mostrado abaixo s 

TEOREMA 5.1.17 - Se A é uma matriz nxn, então A 

pòssui um auto-valbr e um auto-vetor. 

Demonstração : Consideremos a transformação T A :C n ^ C n 

definida por A. Se 0 e a base canônica 
de C n , então = A. Por outro lado, T A (z) * 

cora z £ 0 se e somente se (T A -Xl) nao é inversxvel e y 
já sabemos (3-3.9) que (T A -Xl) á nâo-inversível se e 
sòmente se A = det ((T^Xl) ] | )=0 ; mas A é um polinómio de 
grau n Z em X o qual possui, pelo teorema fundamental 
da álgebra, uma raie complexa e provamos assim que A tem 
um auto-valor (complexo!), ac qual está associado um auto- 
-vetor z 6 C n , z ^ 0, 

COROLÁRIO 5-1.18 - Se TiV -» V é uma transformação li- 

near e V um espaço vetorial comple- 



xo, então T possui um 



auto-valor e um auto-vetor. 
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2 - Transformações auto-adjuntas 

Dada uma transf ormação linear T:V V a sua ad- 
nta T* será também uma transformação linear de V em 
ja sabemos que se P e tuna base ortonormal de V, en- 
o a matriz de T* na base 3 e a transposta conjugada 
matriz de T. 

PINIÇãO 5.2.1 - Uma transformação linear T:V -» V e 
auto-ad junta se T = T* . 

Se V e um espaço vetorial sobre os reais, tuna 
ansformaçao auto-adjunta é tradicionalmente chamada de 
netrica ; se V e um espaço complexo, as transformações 
to-adjuntas de V em V são também conhecidas por 
netricas conjugadas ou hermitiánas • 

Pela definição de adjunta de uma transformação, 
e auto-ad junta se e somente se, Vu,v Ç V, (Tu,v) = 
(u,Tv) . 

Uma matriz A nXn com coeficientes em um corpo 
(real ou complexo) e auto-adjunta se a transformação 
:K n -♦ K n for auto-adjunta. 

Um fato de verificação imediata e de que uma trans 
,ffl açao T:V -+ V e auto-adjunta se e somente se sua ma- 
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triz em relação a uma base ortonormal e simétrica conjuga 
da (veja 4.3*8)* 

Toda transformação linear TsV -► V onde V é um ; 
espaço vetorial complexo possui um auto-valor complexo. 

Se T 4 hermitiana, então este auto-valor 4 real, como 
provado no teorema abaixo : 

TEOREMA 5. 2. 2 - Se T:V -> V 4 uma transformação auto-ad- 
junta sobre um espaço vetorial complexo e 
X e um auto-valor de T, então 1 € R» 

Demonstração : Se ^ e mn auto-valor de T, 3 v € V, vjto 

tal que Tv = \v. Por outro lado, X (v,v) - 
= (Xv,v) = (Tv,v) = (v,Tv) = (v,Xv) = X(v,v) e como v/0, 
(v,v) f 0 logo X(v,v) = I(t,v) acarreta que X = X ou 
seja, x 4 real. 

Êste teorema mostra que todos os auto-valores de 
uma transformação T:V -> V sÔbre um espaço vetorial com- 
plexo são reais. 0 resultado seguinte e mais forte: 

TEOREMA 5.2.3 - Seja T:V -> V uma transformação auto-ad- 
junta sobre um espaço vetorial real. En- 
tão T possui um auto-valor real. 

Demonstração : Tomemos a matriz ,de T em relaçao a uma 
base ortonromal 0 - C V 1 » v 2 * * * ' ’ V n^ em V 
e ponhamos A a T] ^ . A matriz A, de coeficientes reais, 
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ine uma transformação linear T A :C n -* C n . Como A e 

etrica (por que?), será uma transformação auto-ad- 

ta de C , e pelo Teorema 5*2.2 possuirá um auto- 

lor real X. Existe então z £ C n tal que T (z) = Xz. 

Â 

escrevermos z = x + iy, onde x,y Ç R n , então 
x+iy) = T a (x) + ±T A (y) = X (x+iy) = Xx + iXy. Como 
K ) * T A (y)> Xx e X y 3ao vetores do R n (matrizes 
), então segue-se que T A (x) = Xx e T A (y) » Xy. Como 
O, temos que x ^ O ou y O. Supondo que x ^ 0, 

( x i »x p , . . . ,x ) , vem que v « ^x.v. e um auto-valor 
T com auto— valor X e a demonstração fica ooncluida. 

IEMA 5*2.4 - Se T:V -+ V e uma transformação linear 
auto-adjunta e X^,^ sao au- fc°“Valore s 
;intos de T, aos quais estão associados os auto-veto- 
Vj^eVg, então v^ e v^ são ortogonais. 

mstração ; Com efeito, usando que Tv^ = X^v^ Tv 2 = 



= ^ 2 V 2 obtemos 


que 


V v l- v 2> - 


( x l v l’ v 2 ) 


V 1 » v 2 ) “ ( v i» T v 2 ) = ( v l» X 


2 V 2 > 


= x 2 (v 1 ,v 2 ), 


pois 


2 € R. Segue-se então que 


(Xi 


- x 2 ^ v l- v 2 > 


3 0 e como 



' X 2 ’ 't 00103 (vi,Vg) = 0 , o que conclui a demonstração. 

-Niçã.0 5*2.5 - Se T:Vj-+V e uma transformação linear 
e U £ V e um subespaço invariante de 
U e dito ser invariante sob T se Tiú) £ U. 
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EXEMPLOS 

5.2.6: Seja T:V -4 V uma transformação linear auto-adjun 
ta tal que T • T = T e considere « {v€ v|t(v)=v}. 
tí óbvio que U x não é vazio e podemos mostrar que 1^ e 
um subespaço vetorial de V: se v f v ! € k,k* € K, 

T(kv+k'v») = kT(v) + k«T(vi) = kv + k»v» . Por outro lado, 
seja U = [v€V | T(v) =0} . £ fácil também verificar que 

2 y 

e um subespaço de V, Por outro lado, H = , 

pois se v 6 U x n U 2 , então v € logo T(v) = v e oo 

mo v £ Ug, T(v) = 0, logo v = 0. Além disso, se v £ V, 
vem que v = v - T(v) + T(v) com v-T(v) ê U 2 , pois 
T(v-T(v) ) = T(v) - T"T(v) = T(v) - T(v) = 0 e T(v) € Uj_, 
visto que T. T (v) = T(v) . Assim, por 3.5.11, V = U X ®V 
Em verdade, U g = : se vê U 2> u Ê-^, u = Tu 

e (u,v) = (Tu.v) = (u,Tv) = (u,0) =0 e se v € , 

u e v, então (v,u) = (v.u-T(u) + T(u)) = (v.u-t(u)) + 

+ (v,T(u)) = (v,u - T(u) ) , pois T(u) 6 U-l, mas 
(v,u - T(u) ) = (v/u) - (v,t(u) ) = (v,u) - (T(v),u) logo 
(T(v.),u) =0, J € V e assim T(v) = 0, 1°S° v 6 u 2 ’ 
Observe que U x e U g sao invariantes sob T 

(prove issol). Se P » v g } , g* - { vj_ ,v<,, .... v|] 

são bases ortonormais de e U 2 respeotivaraente , en- 
tão 13" . (Vj^.Vg v g i v i » v 2 v t5 á uma base ortonor ' 

mal para V e T]^| - (a ±j ) é partioularmente simplosl 

) 
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b 0, i/ j , a^ * 1 se i á. s e * 0, i > s. Di- 

ios que T e' a projeção ortogonal sobre ao longo 

V 

• 7* Se T:V *♦ V e uma transformação linear e £ V- 

é um subespaço de V invariante sob T, então 
'^) £ e podemos considerar T como uma transforma- 
do em V^, que denotaremos por T^. Assim, 

-» e se v £ , T^(v) = T(v) £ , pela. pró- 

a definição de T^. Se V 2 e outro subespaço de V 
ibém invariante sob T e tal que V = Vj©V 2 , podemos 

ão escrever T = T^T^jV^V» -+ V 1 ©V 0 . Dizemos que V. 

1212 12 1 

V 2 reduzem T. 

REMA 5*2.8 - Seja TtV -+ V uma transformação linear 
auto-adjunta e X um de seus auto-valo- 
» Então o subespaço (V^) e invariante sob T. 

onstragão ; Se v € (V^) - * - , (v,u) m 0, e 

assim 0 = X(v,u) a (v,Xu) ■ (v,Tu) = 

Tv,u), logo Tv £ (V^) X como queríamos demonstrar. 

REMA 5*2. 9 - Se T:V 4 V é uma transformação linear 
auto-adjunta sobre um espaço vetorial V 
dimensão n, então existe uma base ortonormal de V 
mada por auto-vetores de T v em relação à qual a ma- 
z de T 6 diagonal. Os elementos da diagonal principal 
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da matriz serão exatamente os auto-valores de T. 



Demonstração > A demonstração se faz por indução. Se 

dim V = 1, o teorema e trivial (por quê?). 
Suponhamo-lo demonstrado para o caso em que a dimensão de 



V e estritamente menor que n e provemos que ele vale 



para o caso em que dim V ** n* seja X £ R um auto -valor 



de T e v i » v 2 ’ ' * * * v n uma base ortonormal para • 



Observe que dim £ 1, logo dim £ n-1. Já sabemos 
que o subespaço Vy e invariante sob T. Como ^UjV € V, 



(Tu,v) = (u,Tv), segue-se que T \restrita a , T^, ê 
uma transformação auto-adjunta. Pela hipótese da indução, 
existe uma base ortonormal u i * u 2 * * * * ,U t de yí em rela ê 
ção à qual a matriz de 4 diagonal.. Então, 

fv-,v 0 ,...,v ,'u 1 ,u 9 ,...,u.} e uma base ortonormal para 

1' fc S i fc 6 

V (por quê?) em relação à qual a matriz de T goza da 



propriedade pedida. 



DEFINI ção 5,2.10 - Uma transformação TiV -* V, V um es- 
paço vetorial sobre um corpo K 4 dia- ^ 



P ' 

gonalizável se existe uma base P de V tal que T] e 
P 



uma matriz diagonal com coeficientes em K. 



0 Teorema 5*2.9 mostra que se TiV V é uma .tranft 



formação auto-adjunta de um espaço vetorial real ou com- 



plexo então T e diagonalizável ♦ 
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MPLO 

• llt Se T*V •» V e uraa transformação linear e se 
, Vu,v € V (t(u),v) = 0 , então T st 0 (faça' 
l( u ) ) • Por outro lado, se V e um espaço vetorial 
plexo e (T(v),v) st 0 para todo v Ç V, então T * O. 
efeito, se c i » c 2 ^ C e u » v € V, então 

D l u + C 2 V ) ,C 1 U + C 2 V ^ “ (°i T ( u ) + CgTÍv) jCjU+CgV) « 

-li 2 (T(u),u) + |c 2 | 2 (T(v),v) + C;l 5 2 (t(u),v) + 
L C 2 Í T ( v )> u ) l°go, pela hipótese, 

0 = c i° 2( t ( u )* v ) + ® 1 °2 (t( v ) ,u ) 

izendo = c 2 = 1 vem que 

0 = (t(u) ,v) + (Tv,u) j 
o^ •— i, Cg " 1 , temos 

0 = i (Tu, v) - i (Tv,u) 

Lestas duas equações, segue-se que (Tu,v) b O, V u,v£V 
isim T = 0. 

Observe que se V e um espaço real, este resulta— 

! òbviamente falso (tome uma rotação de 90° J ) , Para 
,ços reais vale o seguinte* se T*V -* V e auto-adjunta 
Tv,v) « 0 para todo v Ç V, então T * 0. Com efeito, 
+v),u+v) - (Tu, v) + (Tv,u) + (Tu,u) + (Tv,v) , logo, pe 
ipotese, (Tu,v) + (Tv,u) b 0 e como T ó auto-ad- 
k 2(Tu,v) k 0 e assim T * 0, 

\ 
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EXERCÍCIO 

5 2 12 : Se e são transformações auto-adjuntas 

de um espaço vetorial V é verdade que TjTg ® 

K T 2 Tj^? Prove isso ou apresente um contra-exemplo. 

A situação discutida neste exercício fica perfei- 
tamente esclarecida pelo exemplo atrai xo s 

EXEMPLO ^ 

5.2.13: Sejam e T £ transformações auto-adjuntas de 

um espaço vetorial V. Então, existe uma base or- 

. v m iP T são matrizes 

tonormal g de V tal que e A 2^{3 

diagonais se e somente se “ ^2^1* 

Com efeito, seja \ ± € R um auto-valor de . 

Então, o subespaço V x é invariante sob. T.,: se 

então T x (T 2 (v))= T 2 (tJv) = T^V) = ^(^v) logo 

T 2 v € V x . Então, existe v^ € V x i que é auto-vetor de 

T e como todos os elementos de V x sao auto-vetores 
2 A 1 

de T concluímos que T, e T 2 possuem um- auto-vetor 
i. 

comum, v x . Considere agora o subespaço V ± = [ v^ que e 
invariante sob T x e T 2 (por que?). Podemos, então, co 
mo na demonstração de 5-2.9 aplicar indução sSbre a dimen 
são do espaço para concluir que existe uma base ortonormal 
de V formada por vetores que são auto-vetores de e 

T 2 simultaneamente. A afirmação recíproca é trivialmente 
verificada. 
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) - Transformações unitárias 

Neste parágrafo estudamos uma generalização das ro 
?ões do plano. 

'■'INIÇXO 5.3.1 - Seja V um espaço real ou complexo, uma 
transformação linear TíV ■+ V e unitá - 
1 se TT* = T*T =1. 

Ou seja, uma transformação é unitária se sua adjun 
e sua inversa, T* = T~^. 

Uma matriz A com coeficientes em um corpo K 
jais ou complexos) e unitária se a transformação 
:K n -» K n for unitária. 

5RCÍCI0S 

) .2 : Mostre que uma rotação do plano e uma transforma- 
ção unitária. 

1.3* Se" U^jU^jV -+ V são transformações unitárias mos- 
tre que U..U 2 e uma transformação unitária. 
Demonstre que a inversa de uma transformação uni- 
tária é unitária. 

Se V e um espaço vetorial real, ás transformações 



.tárias de V são tradicionalmente conhecidas como or- 
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0 lema abaixo apresenta várias caracterizes p«- 
as transformações unitárias: 



IA 5.3*5 - Se T :V -> V e uma transformação linear, en- 
tão as condiçoes abaixo sâo equivalentes: 



1) T e unitária 

2 ) t transforma bases ortonormais em bases ortonor- 
mais 

3 ) T preserva o produto interno, i..e.,Vu,v S V, 

(Tu ,Tv) * (u,v) 

4) T preserva a norma i.e.,Vv S V, ||Tv|| - INI 



.monstraçâo : Provemos que l) 2) . Se M e i’ e 2 ®n } 

e' uma base ortonormal, seja 



n [Te,, Te g TeJ ; =o» T éinversível, P' 

se de V; de «T-J 8 = = W* T * Te i> = 



le .|| - 1 o (Xe.fTe j) = (e^T^Te.) « -mos 



pi é ortonormal. Para ver que 2) 3). se J am 

v e V, p = [-!.•* uma baSS orton0rmal 9 

^x.e., v = 2 yj e., donde Tu = Sx ± Te. , Tv = Zy . Te . 

assim 1 (Tu , Tv) - (E* ± Te,, Ey. Te.) - * . * 

To são ortonormais. Mas 
t x.y., visto que os vetores Te i 

Í 1 v \ Fv V lofiO T preserva o produ 

r,v) = (Ex.e., Sy f J = *Zi* ^° S ° 2 

, interno. Por outro lado, ||Tv|| 2 - (Tv.Tv) = (v,v) a ||v|| 

que mostra 3 ) 4). Se ||Tv|| = |M| para todo v 6 V, 

i 



;ão (Tv,Tv) = (v,v) , V v € V, ou seja, (T*Tv,v) =■ (v, v 
r Ç V ou ainda ( (T*T~I) v, v) = 0; mas como (T*T-l)* = 
:*(T*)* - I* = T*T-I vemos que (T*T-l) é auto-adjun- 
e podemos aplicar os resultados do Exemplo 5» 2. 11 para 
ícluir que T*T = I; como T é linear, T* = T 1 , o 
3 conclui a demonstração. 

3RCÍCI0 

3.6: Se T:V -» V é uma transformação unitária, p e 

a_ . 

uma base ortonormal de V, X^ " k * / e a 1-esi " 

t a ni t 

coluna de T] ^ , mostre que (X ± ) X ± . = 1 e (X.^) X^ = 

0 , 

EMPLO 

3.7: Seja V um espaço vetorial real ou complexo e 
T: V -* V uma função (a priori não linear!) 
brejetora e tal que (Tu,Tv) = (u,v), V-u,v £ V. Então, 
e linear, logo unitária. Em primeiro lugar, T e in- 
rsível: se u ^ v, ÍlTu-Tv|| = ||Tu|| 2 + ||Tv|| 2 - (Tu,Tv) - 

(Tv,Tv) = ||u|| 2 t || v l| 2 " ( u » v ) “ ( v » u ) “ ll u_v l| 2 ^ °‘ 
sim, T é uma função bijetora, logo inversível. Alem 
sso, de (Tu,Tv) = (u,v) , como u = T^u* , v - T 1 ? 1 
L ra u* , v 1 6 V, segue-se que', ^u 1 ,v' € v > - 

(T _1 u* ) e vem que (Tu,v) = (T "^TujT ^v) = 

(ujT^^v) . Para provar que T é linear, se v,u^,u„ € V 
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!» k 2 € Kf ( Tu l» V ) = ( u l’ T " lv )» ( TU 2 ,V ^ = ^ U 2 ,T ^ l0S ° 

(ic^.v) + (k 2 Tu 2 ,v) = (k 1 Tu 1 + k 2 Tu 2 ,v) = (k x u 1 + k 2 u 2 , 

- 1 v) = (T( k 1 u 1 +k 2 u 2 ) ,v) e assim, Vv€V, ( k 1 Tu 1 +k 2 Tu 2 ,v) = 
s (T^u^ + k 2 u 2 ),v) donde T^k^ + k^) = k i T ( u i) + 
k 2 T(u 2 ) e fica assim demonstrado que T e uma trans- 
formação lineal unitaria. 

Para espaços vetoriais reais podemos dizer algo 

mais : 

EXEMPLO 

50 *S: Se V é um espaço vetorial real e T:V ^ V e uma 
função (a priori não linear!) tal que 
T(0) = 0 e ||Tu-TvU = ||u-v||, ^u,v 6 V, então T e uma 
transformação linear ortogonal. Com efeito, como TO = 0, 
então ||Tu|| = ||u|| e ||Tu : Tv|| 2 = ||Tu|! 2 + ||Tvf - (*u.Tv) - 
_ (Tv, Tu) = ||u]| 2 + ||v|| 2 - 2(Tu,Tv). Mas oomo ||Tu-Tv|| = 

= ||u-v|| 2 = ||u|| 2 + ||v|| z - 2(u,v), segue-se que (Tu.Tv) 

= (u.v) ^u,v 6 V. Se f) - (e 1 ,e 2 ,...,e n } * uma base or- 

tonormal de V, vemos assim que (3' = í Te l> Te 2 Te n } 

também uma base ortonormal para V e assim 

Tv - (Tv,Te.)Te. = (v,e.)Te.. Se definirmos a transforma- 

çâo linear U = V - V por U(e.) = T(yf. i=1.2 

U será ortogonal (por que?) e Tv = SCv.ejTej^ = 

= LÍv.e.íUe, = «(«(v,.,)^) = Uv V v € Y, logo Uv = Tv e 
T é uma transformação linear ortogonal. 



assim 
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CERCÍCIO 

• 3.9í Seja V um espaço vetorial real e TiV *♦ V uma 

função tal que, V u ,v É V, ||Tu-Tv|| = |[u-v|| . Então, 
e uma transformação linear ortogonal seguida de uma 
ranslação de V (Sugestão: Considere S:V -» V definida 
ar S(v) = T(v) - T(o) e aplique 5*3*8). 

Já sabemos que uma transformação linear auto-adjun 
i T:V -» V em um espaço ve torials. real possui auto-valo- 
b s e existe uma base ortonormal de V formada por auto- 
5 1 ores de T. 12 fácil ver que uma transformação linear 
rtogonal não possui necessariamente auto-valores (consi- 
5re uma rotação do plano) • Passamos agora a estudar as 
ropriedades dos auto-valores e dos auto-vetores de uma 
ransfb rmação unitária. 

30REMA 5*3*10 - Seja V um espaço vetorial complexo. Se 
T:V -» V e uma transformação linear uni- 
£ria e X € C e um auto-valor de T, então |X| =1. 

amons traçã o : Tome v jé 0 um auto-vetor associado a X 
e então (Tv,Tv) = (Xv,Xv) = XX (v,v) ; mas 
rv,Tv) = ( v , v) , logo XX (v , v) = ( v , v ) e como (v,v) £ 0 
am que XÃ = 1 ou seja, |X| = 1. 

50REMA 5*3*11 - Se T:V V e uma transformação linear 

unitária e X € C e um auto -valor de T, 



Demonstração : Seja v £ , então, se u £ V^, (v,u) = O, 

logo ( T v , Tu ) = (v,u) .= O; mas <Tv,Tu) = 

“■ (Tv,Xu) = X (Tv , u) e assim, como X ^ O, (Tv,u) = O, o 
que queríamos demtfnstrar, 

Podemos agora demonstrar o teorema que nos inte- 
ressa.: 

TEOREMA 5*3*12 - Se TíV ■» V e uma transf ormação linear 
unitária de um espaço vetorial complexo , 
então existe uma base ortonormal de V formada por auto- 
-vetores de T. 

demonstração : Procederemos, mais uma vez, por indução so- 
bre a dimensão de V: seja X Ç C um auto- 
-valor de T e tomemos uma base ortonormal 
) s { e 1 t e 2 » • * • » e s ] para . Como dim < dim V e 
^X 6 ^ nva:r ^- an ^ e s °b T, a liipotese de indução nos garan- 
de que existe uma base ortonormal p * =: { e* , e e ’} de 

12 1 / 

^ formada por auto-vetores de T. Então 

e l ,e 2 , *** ,e s ,e i ,e 2 , *** ,e t^ ® uma ^ase ortonormal de V 
:om a propriedade pedida. 



4 - Movimentos rígidos no plano e no espaço 



, Neste parágrafo, daremos uma descrição completa dos 
ivimentos rígidos no plano e no espaço, usando os resul- 
tdos sobre as transformações unitárias encontrados em 

3 - 



iFINIÇÂO 5.4.1 - Dado um espaço vetorial V, um movimen- 
to rígido em V é uma função f:V -* V 
ie preserva distâncias, i.e., V-u,v £ V, ||f (u) -f (v)j[ = 



||u-v|| . 

Como uma conseqüência imediata de 5 «3 «9 temos o 
ísultado abaixo: 

CMA 5.4.2.- Se .V é um espaço vetorial real e f:V V 

* * ; ’i 

e um movimento rígido então f e uma trans 

jrmaçâo linear ortogonal seguida de uma translação de 

-(O). 

Desta maneira, o estudo dos movimentos rígidos em 
n espaço vetorial real V se resume em estudar as trans 
armações lineares ortogonais definidas em V. 

ÍERCÍCIOS ’ 

2 cos 6 - sen 0 

.4.3: Se V = R e T á definida por ( sen 0 cos . 0 ) 

qual e o determinante' da matriz de T? Sejam as 
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ransformaçoes do plano definidas pelas matrizes 



j 1 o' 




1—1 

o 

H 

O 


rl 

1 

O 




1 

H 

O 


1 0 -1 


> 


1 0 ’ 1 -1 0 


> -1 0 


1 


0 

1 

H 



despee t ivamente . Idontif ique-as geomètricamente. Quais de 
Las são rotações? Quais seus determinantes? 

• \ 

5.4.4: Verifique, dentre as transformações apresentadas 

! 

om 5.4.3 quais as que possuem auto-valores e ache ^ 
os auto-votores correspondentes. 

Seja agora T:R 2 -♦ R 2 uma transformação ortogonal 

do plano. Então, se - í 1 » 0 )» v 2 ^ vem que 

T Vl = (a 1> a 2 ). TV 2 = (b lt b 2 ) e = 1. 

v 

a 1 b 1 + ^ 2 ° 2 = °» P ois T transforma bases ortonormais em 
bases ortonormais. Mas então ( a ^1 > I a 2 1 * l^il' sa ° 

números menores ou iguais ale existe 0Ç.R, Q S 0<2rr 

b^ 

tal que a, = cos 0, a =* sen 0 e vemos que -ç— = tg 9 
donde ou b.^ =s sen 0, b g = -cos 0 ou b^ -seri 0, b 2 =cos ©• 
Assim, há duas possibilidades para T: ; 



COS 


0 


-sen 


0 cos 


0 


sen 


0 


sen 


0 


cos 


» 

0 sen 


0 


-cos 


0 


cos 


e 


sen 


0 cos 


0 


-sen 


0 


sen 


0 


-cos 


0 sen 


0 


cos 


0 



uma reflexão seguida de uma rotação. 
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lERClCIO 

4 • 5 s Mostre que as transformações de 5*^*3 se enquadram 

todas nos dois tipos obtidos acima. 

Se T:R^ -+ R^ e uma transformação ortogonal, en- 
Lo T possui pelo menos um auto-valor real X , visto 
ie det(T-Xl) é um polinómio do 3 2 grau, que sempre tem 
ia raiz real. Seja v^ um auto-vetor de norma 1 associa 
> a X . Já sabemos que [v.^]* 1 " ® invariante sob T (com- 
ire com 5.3.11), logo T restrita a [v 1 ]' L é uma trans- 
Drmação ortogonal do plano, caso já estudado. Tomando 
na base ortonormal {v 2 » v ^} P ara [v^] » vem ^ ue í v l ,v 2 *^ 

uma base ortonormal para o R J em relação à qual a ma- 
riz de T será 1 



X 


0 




0 






X 


0 




0 


■ 


0 


cos 


0 - 


sen 


e 


ou 


0 


cos 


0 


sen 


0 


_0 


sen 


e 


cos 


e 




. 0 


sen 


e 


-cos 


e_ 



m vista dos resultados para o plano. Observe que 



‘x 


0 




0 






X 


0 




0 


1 




1 


0 


0* 


0 


cos 


0 


-sen 


0 


K 


0 


cos 


0 


-sen 


0 




0 


1 


0 


0 


sen 


0 


-cos 


0 




0 


sen 


0 


cos 


Q_ 




0 


0 


-1. 



orno |X | = 1 , X€R, ou X = -1 ou X = 1 } e fácil então 

O 

escrever todas as transformações ortogonais de R J i rota 
ões no espaço em torno de uma reta, reflexão sobre um pia 
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no , reflexão sõbre um plano seguida de 'rotação em tSrno 
da normal ao plano, reflexão em relação a um ponto. 



5 1 5 _ Transformaçõ es normais. 



Nesta' parágrafo, caracterizamos tSdas as transfor- 
mações lineares de um espaço vetorial oomplexo V para , ■ 
as quais existe uma base ertonormal de V. em relação à • • 

qual a matriz da transformação 4 diagonal. - J 



DEFINIçãO 5.5.1 - seja V um espaço oomplexo; uma trans^ 

formação TiV -* V 4 norm al se e sòmen- . 






te se TT* = T*T. 



Como exemplo de transformações normais temos as 



transformações auto-adjuntas e as transformações unitá- 



rias . 



Uma matriz A nxn oom coefioientes em C é nor- 



_ » rp 4 rj n -* C n for normal, 

mal se a transformação T^.C 



EXERCÍCIO - f| . 

5 . 5.21 De um exemplo de uma transformação normal que nao^ 

é auto-adjunta ou uni t ar ia. . ■ 



LEMA 5.5.3 r Sejam Tj. e T g transformações lineares^ 
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©m V que comutam, ou seja,. T-^Tg = ^2^1* 0 ^1 um - 

o-valor de T^. Então e invariante sob. Tg •' 

1 i • ' 

ons tração : Seja v € ; então, Tj^v = X^. Por outro 

lado, T 1 (T 2 v) « Tgí^v) =« TgíX^) a X , 
seja, T 9 v € V , o que queríamos demonstrar. 



OLjíJRIO 5.5*4 - Dadas duas transformações lineares 

Tj^TgíV -► V (V um espaço complexo) 
s que ) T n T 0 = T 9 T_ , as duas possuem um auto-vetor co- 
i, i.e., 3 v € V, v ^ 0 tal que T^v ■ X ^ e ' T g v = 



lonstração : Com efeito, pelo Lema 5*5*3» dado um auto- 

-valor Xjl de T.^ ^ invariante sob 

mas então 3 v € V, que e autd-vetor de T 9 (por 

K 1 ' 

•?) e a demonstração fica concluída' (por que ?) . 

Podemos, agora, passar ao teorema mais importante 
te parágrafo: 

>REMA 5*5*5 - Dada uma transformação normal T:V -» V, 

V complexo, existe uma base ortonormal 

de V tal que T] ^ e diagonal; reciprocámente , se 

P v;' : .v ' 

.ste uma base ortonormal p de V ! em relação à‘ qual 
e diagonal, então T e normal *. )\\ 



ions tração : Seja T:V -4 V normal j 1 ' como TT* a _T*T». sa- 

■/. f.j , • .* 
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beinos que T e T* admitem um auto-vetor comum v^ 

0 subespaço V-j. = [v^ de V á invariante sob T e T*i 
cora efeito, se v 6 (v,v 1 ) = 0 , mas T(v,v 1 ) = 

= (v,T*v 1 ) = X(v,v 1 ) = 0 visto que é auto-vetor de 

T* • Por outro lado, (T*v,v^) = (v,T*v^) = X*(v»v^) - 0 . 
Assim, T restrito a V 1 4 uma transformação normal e 
podemos agora, como já feito outras vezes, aplicar indução 
sobre a dimensão do espaço para concluir o teorema* 

A afirmação recíproca e de demonstração trivial 
(faça-a ! ) . 

EXERCÍCIO 

5.5.6: Na demonstração acima, prove que X» a X. 
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CAPÍTULO 6 
FORMAS BI LINEARES 

Mais uma vez, todos os espaços vetoriais considera 
serão reais ou complexos. 

- Formas bilineares - definição e generalidades 

INIçãO 6.1.1 - Seja V um espaço vetorial sobre um 

corpo K. Uma forma bilinear cp em V 
ia função cp:VXV -» K tal que 

*~Y u 1 > u 2» vÇV » C P( U 1 +U 2» V ) = <P(u lf v) + cp(u 2 ,v) 

V- u, v^ , Vg € V, cp (u,v 1+ v 2 ) = Cp(u,v 1 ) + cp(u,v 2 ) 

V- X6K, u,vÇV, cp(Xu,v) = Xcp (u, v) ,cp (u,Xv) sXcp(u,v) 

Note que se K é o corpo real, então cp(u,\v) = 
)(u,ví) pois um número complexo é real se e só se e 
l 1 ao seu conjugado. 

1PL0S 

2: Um produto interno em V e uma forma bilinear. Se 
cpiVxV -> K e uma forma bilinear tal que cp(v,u) £ 0, 
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6 v e tp(v,u) = o ~ V = 0, dizemos que cp é Eositi- 
ief in i da . Assim, os produtos internos em V são exata 
te as formas positiva^definidas em V. 

. 3 : Se cp ,cpg são funcionais lineares em Y, V real, 

podemos definir uma forma bilinear <p:VxV -* R P°r . 
,,v) = cp 1 (u)q> 2 (v). Caso V seja complexo cp(u,v) = 

(l (u) definirá uma forma bilinear em V. 

..4: O Exemplo 4.1.10 dá um critério para que a forma 
jp.p 2 .* r definida por ^(u.v) = X'AY , onde 
. (x 1 ,x 2 ). v=(y 1 ,y 2 ), x=(x 1 ,x 2 ), y = (y x .y 2 ). se " 

positiva-definida . 

1.5= Se ja, mais uma vez, V = R 2 , u = (x^Xg), 

e ponha cp(u,v) = ÍXjY 1 - + 3 x 2 y l " 4 x 2 y 2 ' 

imediato verificar que cp é uma forma bilinear. Por ou 

O lado. 2 x^y^ - 2 x ^2 + 3 x 2 y x - 4x 2 y 2 == 

(x^x.,) l 2 (Vl) - A A " ( - 2 " matI±Z 

—2 —4 y 2 . 2 

t forma cp em relação à base canSnica de R . 

Se cp:VXV -> K e uma forma bilinear e 
= [v 1 ,v 2 ,...,v n } e' uma base de Y, u = íx^, v = Sy^j- 
ntâo cp(u,v) = cpÍEx.v., Ly^v.) = 2 x. cp(v., Sy^.) = 

E x. ( 2 y cp(v.,v )) = .2 x. y. cp(v.,v.). Se A = Kj) 

a matriz tal que = cp^.Yj). X = (x 1 ( x 2 * n ) > 
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= (y x » • • • >y n ) , então cp(u,v) » XAY* . A e chamada d© 
itriz de cp na base g . 

Se TsV -♦ V e uma transformaçao linear e (,) © 

n produto interno em V, então verfica-se, facilmente, 
ie a função cpsVxV -+ K definida por cp(u,v) = (Tu,v) e 
na forma bilinear. 0 fato seguinte e mais interessantes 

SMA 6.1.6 - Seja cpsVxV -+ K uma forma bilinear. Então, 
existe uma unica transformação linear 
,:V -» V tal que cp(u,v) = (^(u^v), \4 u,v € V. 

ijnons traçao s Fixemos u e consideremos a função 

cp u :V K dada por cp u (v) = cp(u,v). Vemos 
itã o que = cp(u,v 1+ v 2 ) = ^{vL t y x ) + cp(u,v 2 ) = 

^u^l) + e VCvÕ = fluav) '= Xcp(u.v) = Xcp u (v), 

que mostra ser q> u um funcional linear. Mas então, pe- 
i teorema de representação dos funcionais lineares, exis 
1 ^ único u» tal que c P u (v) = (v,u«)>¥vÇV. Mas 
L (v) 3 <p(u,v) e assim cp(u,v) = (v,u ' ) = (u» , v) . A fun- 
•° TsV -♦ V definida por u — u' é linear. Para provar 
so, devemos mostrar que T(u 1 +u 2 ) = + t(u 2 ) e 

Xu) » XT(u),V-X€K, u,u lf u 2 6 V. Mas cpíxyv) = (Tu 1# v), 
U 2 » V ) = ( Tu 2 » V ) e Cpíllj^U^v) a (TÍUj^+Ug) , v) , V v £ V. 
s como cp(u 1+ u 2 ,v) = cp(u lf v) + jp(u 2 ,v), vem que 
(u 1+ u 2 ),v) - (T( Ul ),v) - (T(u 2 ),v) = 0, ¥v 6 V ou seja 
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?(u 1+ u 2 ) - T^) - T(u 2 ),v) = 0, Vv € V e assim 
^ u i+ u 2 ) = T(u 1 ) + T(u 2 ). De maneira análoga, vemos que 
[\u) - XT(u) e o teorema fica demonstrado. 

Se 0 = [v ,v 2 ,...,v n } ® uma ** ase o^tonormal de V 
u = Ex.v., v o Ey.v., então cp( u ,v) = XT] jj Y^ ♦ com 

XX j J P * 

= (x lf x 2 , . . . ,x n ) e Y= (yi»y 2 » • • • • 



Uma verificação interessante e a seguinte t se P 1 
outra base ortonormal, X^ e sao as matrizes das 

oordenadas de u e v em relação a g*, então cp(u,v) * 

X 1 MaS T 3p!“ I] p lT] e I] p’ 6 ^ S3±m CP(U,V) = 

X 1 V l, T] I I] í - ( X 1 I] 3' > ^ p > « p ■ Como 

TlP _ y y TlP = Y e e uma matriz unitária, 

1 J p' " ’ 1 J p* P 

ntio (X]P ,) _1 = I]P' = (Iüg,)* e assim 

X, X]g, )(T]p(l]P'^) = = X T]|(T a 



P' 

X Tlgí* 



Um raciocínio inteiramente análogo ao de 6.1.6 per 
ii te provar o seguinte: 



sEMA 6.1.7 - Seja cp:VxV -♦ K uma forma bilinear. Então, 
existe uma única transformação linear 
} :V -» V tal que, Vu,v € V, cp(u,v) * (u,S (v)). 

cp w 

CXERCÍCIO 

5.1.8: Demonstre, com detalhes, o Lema 6.1.7» 
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Mas se cp(u,v) = (^(u^v) = (u, (v) ) , V u, v e V, 

bâ° é a adjunta de ou seja, cp(u,v) =* (T (u,v) * 

(u,T*(v)) = (S*(u),v) = (u^v)), Vu,v6 V. 

PINIÇS.0 6*1.9 - Se V' é um espaço vetorial real, uma 
forma bilinear cp : Vx V -4 R e simétrica 
c p( u » v ) = C P( V > U )> u, v Ç V. Se V é um espaço comple- 
► e qjsVXV -+ C e bilinear, cp e hermitiana se 
i,v) = cp (v ,u) • 

SMPLO 

L.10: Se V = R^ e cp:VxV -4 R e dada por <p(x,y) = 

= 2 x^y^ + + 4x x y 2 + 6x^y^ t vê-se facilmente 

í cp e uma forma bilinear simétrica. 0 mesmo não acon- 
:e com a forma bilinear cp:VxV -4 R definida por 
c,y) a + 4x 2 y 1 + 3 x ^3 + x^. 

riNIÇ&O 6.1.11 - Seja cpíVxV -* R uma forma bilinear si^ 
métrica, então a forma quadrática asso - 
ada a cp é a função f «V -4 R definida por f (v) 3 
p(v,v) , V v € V. 

Por exemplo, se va (x 1 ,x 2 ), a forma quadrática 
sociada com o primeiro exemplo de 6.1.10 é f(v) 

2x 1 + 8x^2 + x 2 . 

Observe que , para definirmos uma forma quadrática 
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m um espaço vetorial real partimos de uma forma biline ar 
imétrica . A razão desta exigência 4 . que, então, podemos 
•econstruir a forma bilinear original, a partir da forma 
luadrática associada a ela, como mostrado a seguir! 
ffiOREMA 6.1.12 - Seja f:V - H a forma quadrática associa 
da à forma bilinear simétrica cp:VXV -* R. 
Então cp fica univocamente determinada por f. 

Oemons tração : í fácil ver que cp(u,v) = |[f (u + v)-f (u)-f(v)], 
pois f (u+v) = cp(u+v,u+v) = 9 (u,u + v) + 

+ tp(v,u+v) = cp(u,u) + cp(v.v) * cp(u,v) + cp(v,u) = f(u) t 
+ «p(u.v) + cp(v.u) + f(v) e como cp 4 simétrica segue-se 
que f(u+v) - f (u) - f(v) = 2cp (u , v) ou seja, o valor de 
cp( u ,v) fioa perfeitamente determinado pelos valores da 
forma quadrática associada a cp . 

A Situação para o caso complexo é ligeiramente di- 
ferente, e por isso êste caso 4 tratado em separado! 

DEFINlçãO 6.1.13 - Se CP!VXV C 4 uma forma bilinear a 

forma quadrática associada a cp e a 

função f : V -* C definida por f(v) = cp(v,v), v € V. 

Observe que não exigimos que q> seja hermitiana. 
Compare o teorema abaixo com seu análogo no caso real! 

f:V -» C e a forma quadrática asso- 



TEOREMA 6.1.14 - Se 
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.ada à forma bilinear cp:VxV + C, então cp fica univo- 
imente determinada por . f. 

imonstração i Consideremos a expressão 

B (u, v) = f (u+v)+if (u+iv) - f(u-v) - if(u-iv). 

Então, B(u,v) = cp(u+v,u+v) + icp (u+iv, u+iv) - 
cp(u-v,u-v) - icp (u-iv,u-iv) = 4cp(u,v) e, assim, o valor 
) cp(u,v) fica completamente determinado pelos valores 
i forma quadrática associada a cp . 

ÍEMPLOS 

2 

,1,15: Considere a forma quadrática f:R R dada por 
2 2 

f(u) = 6x ^ + 6x 1 x 2 + 4x 2 e as formas bilineares 

e cp definidas por 
L <£ 

y i 

72 

amos então que cp^(u,u) = cp 2 ( u i u ) — f(u),Vu £ R^ e este 
icemplo mostra a necessidade de exigir que, no' caso real, 
forma bilinear seja simétrica, de outra maneira a forma 
ilinear não ficaria univocamente determinada pela forma 
aadrática associada a ela, 

o 

,1,16: Seja, por exemplo, a forma quadrática f:R -► R 

2 2 2 

dada por f(x,y,z) = 3x + 3xy + 7y - 4yz “ z • 
rxtão, a forma bilinear simétrica cp de que provém f 
erá dada pela matriz 



cp x (u,v) = (x lt x 2 ) 



‘6 2 ' 


y l 


4 k 


y 2. 



e cp^u.vWx^^) 



'6 3 ‘ 

3 4 



/ 



- 178 - 



3 3/2 0 

A = 3/2 7 -2 

0 - 2-1 , 

XI 

2 

.seja cp((x 1 ,y 1> z 1 ) » (x 2 ,y 2 ,z 2 )) = A y 2 

z 2 

Em geral, se f : V -* R e uma forma quadrática e 

= Ex.v. , então f(v) = f ( x i » x 2 > • • ' ,x n ) = . , a ij X i X j 

ir 1 ) j— i 

iá j 

por quê?) e a forma bilinear simétrica à qual f esta 
ísociada á definido pela matriz 



*2n/ 2 



A reconstituição de üma forma bilinear cp:VxV ^ C 

l partir da forma quadrática f:V -♦ C associada a ela 

ião apresenta problemas: os coeficientes da matriz sao 

>btidos imediatamente da expressão f(v) = f (x lf . . • »* n ) 
n 

c £ a . . x. x . . 

. T 1J 3. J 

i > J =1 

Já sabemos que transformações lineares auto-adjun- 
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são diagonalizáveis em bases ort onormais . Passamos, 

>ra, a ver que contribuição o teorema espectral traz ao 
;udo das formas quadráticas. Antes, alguns fatos: 

'INXÇÍtO 6.1.17 - Uma forma quadrática f:V -> C e dita 
hermitiana se a forma bilinear Cp à 
il está associada e hermitiana. 

ÍA 6.1.18 - Uma forma quadrática f:V -* C e hermitiana 
se e somente se, V v 6 V, f (v) e real. 

nonstraçao : Por 6.1.14, usando a identidade aí emprega- 
da, vemos imediatamente que cp(u,v) = cp(v,u) 
arifique isso!). Por outro lado, se f é hermitiana, 
tão de cp(u,v) = cp(v,u),Vu,v € V, segue-se que cp(v,v) = 
p(v,v) logo f(v) = cp(v,v) é real. 

ERCÍCIO 

1.19: Complete a demonstração esboçada em 6.1. 18. 

servação : este lema não e necessário na demonstração do 
teorema seguinte. 

Podemos, agora, passar ao teorema importante do 
rágraf o : 

OREMA 6.1.20 - Seja f:V -4 K uma forma quadrática qual- 
quer se K = R e hermitiana se K = C. 
iste então uma base ortonormal p = { v 1 , v^ , • • • , v^} 
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r tal que , ¥-v 6 V, v = Sx^, temos f(v) = 2 ^í x í x ±* 
ç R, 1=1, 2,..., n (observe que se K = R, f(v) = 

5 2 \ x x 2 ± ) . 

Demonstração ; Se K = R, 1 provém de uma forma bilinear 
simétrica cp (por quê?) e assim, se 
:p(u,v) = (T(u),v), Vu,v € V, então T é auto-ad junta } 
mas, então, pelo teorema espectral, existe uma base orto- 
normal 0 = {v^ vj de V formada por auto-veto- 

res de T. Se v = 2x.v. e Tv ± = \ ± v ±t então f(v) = 

= tp(v,v) = (T(v),v) = (T(2x i v i ), SxjVj) = ^x.x^v.v^ 

_ 2 X x 2 , pois 8 é ortonormal. Se K = C então f e 
“ i i i 

associada a uma forma hermitiana cp logo se cp(u,v) = 

- (Tu,v), V-u,v 6 V, então T é auto-adjunta e a demons- 
tração prossegue como antes, e obtemos finalmente que 

f ( v ) = cp(v,v) = | X i x i x i* 

EXEMPLO 

6.1.21; Considere a forma quadrática f:R 3 -* R definxda 

por f(x,y ,z) = 2 x 2 + 2 y 2 + 2 z 2 + 2 xy + 2 xz + 2 yz. 

Achamos facilmente que f prove'm da forma bilinear sim£ 

trica definida por A = 1 2 1 . Uma base ortonormal 

( 1 1 2 J i _l_ 

em relação à qual A se torna diagonal é (^g,- Jz* 0 ) > 
-^==- _ — 7 =-} t-jL- - 7 = “t) e em relação a esta base f 

V6V/6» J6 )r V3 'fS' 

2 2 2 

será dada por f(x,y,z) = x + y + 4z . 
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tCÍCIO 

22; Complete os detalhes de 6.1.21. 



- A equaçao geral do segundo grau 

Passamos, agora, a aplicar os resultados de 6.1 
jstudo das quádricas e das cônicas. 



CNIÇÃO 6.2.1 - Uma equaçao do 22 grau com coeficien- 
tes reais é uma expressão da forma 

L + a 2 x 2 + a 3 x 3 + 2b i x l x 2 + 2b 2 x l x 3 + 2b 3 X 2 X 3 + 
L X 1 + C 2 X 2 + °3 X 3 + d = °* 



ENIÇÀO 6.2,2 - Uma quádrica e o lugar geométrico dos 

3 

pontos de R'' cujas coordenadas 
satisfazem uma equaçao do 22 grau. 

Observe que nem toda equação do 29 grau determina 

lugar geométrico não vazio do espaço: por exemplo, 

2 2 

y +z +1 as 0; por outro lado, o lugar determinado por 

2 2 et 

y + z =0 é um único ponto, a origem. 

RCÍCIO ' 7 

Q 

•3: Identifique no R J os lugares geométricos defini- 
dos pelas equações abaixo; 



stes exercícios são exemplos do livro "Vetores e MatriL 
bs" de N.M.dos Santos (IMPA, 1970)» a- quem agradecemos 
permissão para usé-los . 
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a) x 2 = 4y 

b) x 2 +y 2 = 4z 

c) x 2 +y 2 +z 2 -2x-2y-2z+l = 0 

2 2 2 

d) + + — 2” = ^ a ,b , c > 0 

sT b c 

2 2 2 

e) ” “2 ' = a »^» c > ® 

a^ b c 



2 2 
JL- + X- 
2+2 
a b 



--£=• + - -V= 1 a,b,c > 0 



S) Í V + ^2- =CZ 

2 2 

h) + ^2"= cz 

a b 

v x 2 y 2 2 

l) “2 + T2"“ 

a b 



Se X = X 2 e v é o vetor de R cujas coorde- 
x^ 

nadas na base canônica g são dadas por X, então pondo 
f (v) = a lX 2 + a 2 x| + a.^1 + 2b j. + 2 b 2 + 2 b 3 x^ 

+ c 1 x 1 + c 2 x 2 + c^x^ + d, vemos que 



f(v) = X t AX + BX + d , onde 



B = (c 1 »c 2> c. 



Por 6.1.20, existe uma base ortonormal 3’ do R tal 

que P" 1 AP é diagonal, onde P = 1]^, ; se Y = v] , en- 
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i Y = P _1 X donde X = PY, X* = Y t P t logo 
f(v) = Y t P t APY + BPY + d 

.e P^AP é diagonal (lembre-se de que P" 1 = P* ! ) e 
im podemos enunciar: 

iREMA 6.2.4 - Dada uma equação geral do segundo grau 
X^AX + BX + d, existe uma mudança orto- 
■mal de eixos tal que X t AX + BX + d = Y t CY+DY+d, onde 
e uma matriz diagonal. 



Observe, além disso que se X = Z + T, uma trans- 
ão, então X t AX + BX + d a (z t +T t )A (Z+T) + B(Z+T) + d» 
^AZ + NZ + e e assim vemos que uma translação não al- 
a a parte quadrática homogênea da equação do 22 grau 
X + BX + d. 



Consideremos agora a equação 



i y i 



+ c 2 y 2 + ° 3 y 3 + d l y l + d 2 y 2 + 



Á 0, lá i á 3 , ponhamos z. = y. 

p ri 

2 2 2d i 

i + d ± y ± ~ c ± z ± - -q^ 7 - seja, se 

i 

minar o termo linear em v. . 

i 



Y t CY + DY + d + 

d 3 y 3 + d * Se 

d ± . » 

+ õ — e então 

2c i 

c, j* 0, é possível 



Desta maneira, podemos enunciar 

REMA 6.2,5 - Toda equação do 22 grau, X^AX + BX + d, 

pode ser transformada, por meio de um mo- 

O 

ento rígido do R J (uma transformação ortogonal segui- 
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da de uma translação), em um dos tipos 

c l x l + °2 X 2 + c 3 x 3 + k = 0 
°l x l + °z4 + d 3 x 3 + k - 0 
°l x ! + d 2 x 2 + d 3 x 3 + k = 0 



c l ,c 2 ,c 3 ^ 0 
C 1 ,C 2 ^ ° 



c x ^ o 



Estas equações podem ainda ser simplificadas, de 
acordo com o lema abaixo: 



J 



LEMA 6.2.6 - Dada uma expressão do tipo + d 2 x 2 + 

+ d 3 x 3 + k é possível, por meio de uma trans 

formação ortonormal de bases, levá-la à forma fy x + k - °* 

» „ . ~ ! a 2 . + d* e P a matriz de 

Demonstração: Seja f = v d i d 2 3 

uma transformação ortonormal que leva 

/ ^ — 2 .) . Assim, a primeira co 

e = ( 1 , 0 , 0 ) em e*^ = , f » f > m 

luna de P e o vetor ej^. Como X « PY, então 

+ *2*2 + d 3 x 3 + k = f e i' X + k = f - e P” + k = fSl + k 
(por quê?) . 

EXERCÍCIO 

6,2.7i Interprete t geometricamente , o Lema 6.2.6. 

Podemos, enfim, escrever: 

TEOREMA 6.2.8 - TSda equaçSo do 2* grau pode ser transfor- 
mada, por movimentos rígidos do R , em 



uma das formas 



j 
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2 

C 1 X 1 


+ 


2 

C 2 X 2 


+ 


2 

°3 X 3 + 


k = 0 


c l ,c 2 ,c 3 


2 

C 1 X 1 


+ 


2 

C 2 X 2 


+ 


d 3 X 3 + 


k = 0 


C 1 >C 2 


2 

c l x l 


+ 


d 2 X 2 


+ 


k = 0 




C 1 






d l x l 


+ 


k = 0 




d l 



/ o 
^ 0 
^ 0 
^ 0 



Exemplos concretos de aplicação podem ser encontra- 
g no livro "Vetores e Matrizes" de N.M. dos Santos, 

PA, Rio de Janeiro, 197 o » 

ERClCXO 

2.9: Mostre que ao aplicar o processo do Lema 6.2.6 as 
equações descritas em 6.2.5» a parte quadratica 



o se 



altera 
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CAPÍTULO 7 

PROBLEMAS E EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 

Êste capítulo apresenta alguns exercícios dados em 
vas, testes ou que merecem destaque por serem interes- 
tes. Os exercícios, propositadamente, não estão organi 
os por ordem de apresentação do assunto ou por dificul 
e crescente. 

Se ja T:R 3 -♦ R 3 

(x,y,z) i — -(x+4y+6z, 2x+5y, 0) 

Seja T* o operador adjunto de T, em relação ao pro- 
interno usual (X,Y) = x^y^ + + 3 * En ^° 

T*(x,y,z) 4 igual a: 

1. (x+ 2 y , 4x+5y) 

2 . ( 0 , x+ 2 y, 4x+5y) 

3* (x+4y+6z, 2x+5y, o) 

4. (x+2y, 4x+5y, 6x) 

(6x, 4x+5y, x+2y) 



5 




Considere o espaço vetorial (R sobre IR. Seja cp iim ^ 

funcional linear cp:IR -» (R. ' ;.y. 

Assinale, dentre às afirmações abaixo, a verdadeira: 

1. Todo. funcional linear em IR* 3 pode ser escrito na _ ^ 

3 

forma: <p(x,y,z) = ax + Py + Yz P^ra '/■(x,y,z)sa 

onde (ol,P,y) € Ker cp . 

'• 3 

2. Há uma infinidade de funcionais lineares em R que 
se anulam nos vetores (l,l,l) e (l»2,3) » © ° c0n ^^2i il 
to destes funcionais é um subespaço. , 

3 

3. Sejam cp 1 e cp 2 dois funcionais lineares em R , 

arbitrários. Então 3 a € ÍR tal que: ,.i 

*1 = acp 2 ' ' "• 

4. dim Ker cp = 1 V^PslR 3 . 

5 . cp é sempre sobrejetor,. mas nunca é injetor* • 



3 . Considere o espaço vetorial sobre R das funções po-: | 
linomiais de grau £2, munido do produto interno: 

f 1 . 

<p,q> = p(x)q(x)dx 

'o . ■. 

e seja o operador linear T:P 2 ** ^2 

P *— • P* 

onde p 1 é a derivada de p. 

Seja T* o operador adjunto de T em relaçao ao pro- 
duto interno definido acima. Se p € Po ® tal que • 
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(x) a 1 para VxÇR, então ' T*p é, o ,vetor -t .6 P, 



al que ^ o (x)( para VxêR, e . igual /ái->í; • \ .•;> 

. zero ' 1 ■’ • 

. i2x + 6 ‘ : 1 • 1 

. i2x - 6 ' 

. 12x 

• Nenliuma das respostas acima 






ejam V e V espaços vetoriais sobre um mesmo cor- 

o K, g = { v^ , Vg , . . . , v n 3 uma base ordenada de V, 

’ a { v^ t v£ , v^} uma 1:>ase ordenada de V 1 , e uma 

ransf ormação linear TiV V* 

v t— »■ v i = Tv 

onsidere a afirmação M abaixo* va. 

AFIRMAÇÃO Jb “ 

Para VvÇV, existem funcionais lineares cp^ » •••i c P m *V-»IK 
tais que * 

v« = Tv a cp 1 (v)v| + V 2 '(v)v^ •'+**>+ ^(v)^ 
odemos concluir então que* 

, e falsa porque (p^ 1 ^ 3 * * ' ' ,C ^m nao saò funcionais 
lineares • 

. d? s 6 é verdadeira se g ' fôr ortonòrmal • 1 .. 
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3 . 



4. 



5 * 



Jt só é verdadeira se T fôr um isomorfismo. 

Em relação ao produto interno para o qual P e or- 

tonormal, o vetor que representa o funcional cp ± 

P 

e a i-esima coluna da matriz TJ^, . 

0s funcionais <f v <f z <f a nâo dependem da base 

p escolhida em V. 



5. Considere a transformação: 

3 t.2 

T:Iv -4 R 

( X 1 ,X 2 ,X 3 ) ( X 1 + 2X21 * 2 ” 

As dimensões do núcleo e da imagem de T são, respecti. 

vamente: ; 

A) zero e um 

B) dois e três 

C) dois e um 

D) um e dois 

E ) um e um 



6. Indique qual das afirmações abaixo ê a correta: 

A) Toda transformação linear sobrejetora tem forçosa- 
mente núcleo de dimensão zero. 

> 
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) Se T é uma transformação linear entre dois espaços 
V e W e dim V < dim W, então T não pode ser 
sobre jet ora . 

) Dado um espaço vetorial V de dimensão n, e n+1 
vetores de V, então e possível aòhar, entre estes 
(n+l) vetores, uma base para V, 

') Seja V o espaço vetorial dos polinomios de grau 
sn. A transformação linear D:V -♦ V e sobrejetora, 
mas não e injetora, pois D ( a 0 ) = 0 • 

;) A dimensão de um espaço vetorial V e igual ao nú- 
mero de elementos de um conjunto qualquer de gera- 
dores . 

et 2 2 

' é uma transformação linear R R tal que: 





T(1,1) = (3,4) 
T(l,~l) = (1,-2) 


,‘ntão T(l»0) 


e T(0 , 1 ) são, respectivamente 


) (1,0) e 


(0,1) 


) (2,0) e 


(1,0) 


) (2,1) e 


(1.3) 


1 (1,0) e 


(1,3) 


(-l,.l) e 


(i,-i) 







t— rSfetiCv !S*Mi<»atolaa»a jaSíínOittutvlftniSiíii 
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. Indique qual das afirmações abaixo é a correta: 



A) 0 conjunto dos polinómios reais de grau igual a n 
forma um espaço vetorial sobre R. 

B) 0 conjunto das matrizes 3*3 ^ ue têm 0 determinan- 
te não nulo forma um espaço vetorial. 

C) 0 conjunto das funções f:R-> R tais que f(o) 

= f(7) forma um espaço vetorial. 

D) 0 conjunto das funções f : R *♦ R tais que f( 0 ) = 

= f(7) = 1 forma um espaço vetorial. 

E) Todas as afirmações acima estão erradas. 



J 



3 



-1 



9. considere as funçSes e f 2 do espaço das funções 

reais de uma variável real tais que: 

_ x 

f 1 :x -♦ e 

2x 

f 2 : x -♦ e 

Quero mostrar que ^ e f 2 são linearmente indepen- 
dentes. Para isto, formo a combinação linear i 

a l f l + a 2 f 2 

e tenho que provar que só posso obter a funçã o^ 0 toman 
do a i = a 2 = 0. 

Aplico a 1 f ] _ + a 2 f 2 no ponto x = 0 e obtenho + 
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l 2 - °- 

.ico a i^i + a 2 f 2 n ° ponto x = 1 e obtenho ea^^ + 

2 n 

, a 2 = 0. 

jolvo estas duas equações em a^ e a^ e vejo que a 
.ca solução e a^ = a^ = 0, 

ícluo então que f ^ e fg são linearmente indepen- 
ítes . 

lique qual das afirmações abaixo 4 a correta: 

A demonstração feita acima 4 incorreta, porque a com 
binação linear tem que ser zero para todo valor do 
x, e só foram considerados os valores particulares 
x ss 0 e x = 1. 

A demonstração feita acima 4 correta. 

A demonstração acima mostra que {f^fg} 4 uma ba- 
se para o espaço f:R •* R. 

e X pertence a R, de modo que e X .e X e o produto 
do "vetor" e x pelo "escalar" e . Então e e cem 
binação linear de e X * 

A demonstração acima mostra que 6 111113 ^ ase 

para o espaço das funções deriváveis f lR *+ R. 
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D 10. 



0 11 . 



Seja V o espaço vetorial real dos polinomios de 

fl 

grau á2, munido do produto interno <p,q) - p(x)q($dx 

J-l 

e seja D:V ■* V. a aplicação linear derivação* 

P »-*• P* 

2 

Dada a base 0 = { 1 , x , x } , 

a) Calcule D]^ 

P 

b) Calcule D*]^, sendo D* o operador adjunto de D. 

P 

c) Use o processo de Gram-Schmidt para ort onormalizar^ 
g ‘ (na ordem dada) 

d) Calcule D]^, em relação à base ortonormal 0' 

P 

do item anterior. 



Seja A:V ■+ V um operador linear, e V uma subespa- 
ço de V. Diz-se que o subespaço W é invariante por 
A « Vw6W, Aw Ç W. (Por exemplo, qualquer que seja A, 
[0] e V são invariantes por A) . 

a) Se V = (R^ , determine os subespaço de V invarian 
tes pelo operador 

cos 0 -sen 0 0 

ús :\r3 |R^ , onde A=(sen0 cos 0 0),0<9<n 

X i-*AX ° 0 1 

b) Se W e um subespaço unidimensional de V-, mostre 

\ 

que W e invariante por A « ¥ e gerado por um 
auto-vetor não nulo de A. 
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4l 12 o 

Dada A s (12 3^ 0) , 

O O 25 

a) Calcule os auto-valores de A. 

b) Determine uma base ortonormal do , 

3* ,= de auto-vetores de A, e uma ma- 

triz ortogonal P tal qus P*AP seja diagonal. 

gg g - ? 3ta ° ! P = I]„ P ' , onde g é a base canSnioa do 

R 3 . 

o) Sendo f.R 3 - R, f(x,y,z) » 4lx 2 + 3 4y 2 + 25z 2 + 

24xy, e v = + y'v 2 + z'v 3> calcule f(v) era 

função de x» ,y » , z ' . 

Seja V o espaço vetorial real das funções fiR -♦ R 

que possuem derivadas de todas as ordens, e considere 

o operador linear T:V -» V 

f »— f »-f 

Determine uma base para o núcleo de T. 

A) {l*x}; B) {ax+b | a,b€IR}; C) { 1 ) ; d) {e X j; 

E) Núcleo de T = {0] . 




L4. Considere um ©spaço vetorial V de dimensão n 

sobre ura corpo K, s seja V um subespaço de , V * de ; 
dimensão n-1. Podé-se afirmar que! 

A) Se [v x ,v 2 v n _ 1 ) e' uma base de V, e V 0^ W ’.Í 

então (v Q ,v 1+ v e , . . •> n . 1 +v 0 J 4 base V de V< ' ' ' 

B) Se {v 1 ,v 2 ,...,v n _ ;L ] é uma base de ' lí, e v Q i 

então (Vj.Vg v n _ l ,v 0 3 não é base de?V. . .. 

C) Tôda base de V contem, necessariamente j pelo me* 

r; '. 

nos um vetor de W . 

1 ’ ■ ’• - ■ ' * •’ V ' •• i v ‘.t 

D) A transformação T:V -4 V e sobre jetora. 



v ►— v 



E) Todas as afirmações anteriores são falsas i. 



%v f s 



Pr- 






15. Considere o operador linear 



3 4 

T:R J -v tR 



(x , y , z )~( 5x+2y-z j -8x-3y+2z i -x-2y-3 z ; 3X“y-5sO '"i" 

e o subespaço ¥ do R 3 : ¥ =. { (x.y, z) | x+y+z-O} * ’ 

Sendo T(w) = a imagem de W pelo operador li 

pode-se afirmar que: 

A) dim T(w) = 4 ; B) dim t(w) = li c) dim T(w) 

D) dim T(w) =3! E) T e injetorj logo* T(w) ={| 
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a V o espaço vetorial real dos polinomios de 
u *2; dada a base g = [ l }X-3 $ (x-3) 2 } de V, de 
mine as coordenadas de p(x) * ax 2 +.bx'+ c na 
e B. ' / : 

(c- 3 , b-3, a-3); b) (4a+2b+c, 4a+b,a) 
(ya+3b+c, 6a+b , c ) ; D) (a+b+c , ,2a+b , a) j 
NRA* 

: ! > ; f J - »-i , : 

, V ' . i* * ■ ' , 

•• ,-i» ■ vn&th- ■ : •: 

= • ~ 1 ' ... Í -. 

r .;' 

' .• •./*/'.}! o * • | , • 

am v,w Ç \R n (com o produto interno usual) tais 
|| v|! = 1, ||v|| = 1, ||v-w|| = 2. Calcule. <y,w>. 

<v,w) = j ; B) <V,W> = -lj C) a 0} 

( • l ; . 

<v,w) = 2} E) NRA. '■ > f : ; 

* ; ’• 1 . ■’>< i*^i ‘ ... • ■ 

4.; i, r 

i i. 1 '-'. ■’ 

V um espaço vetorial complexo . munidó do -.um 



luto interno ( j) > o considere 


as 


! afirmações 1 


' Ç V arbitrários): 


•i 


!uU^) : v ir/ 


aplicação V <D , onde 


v 

A 


è :, 'V ^.'e '“fixo Í é 


insar . V ~ < V ’ V °> 


V 








V+W H 2 = ||^|l 2 + ||w|| 2 « <v, w > = 


0 


■ j t ,j , ’ \ . 
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3 • || v+w]| + ||v-w|| = 2 (II v|| ^ 

2 2 

4. (v+w,v-w) =* ||v|| + || w|| 

5. ||v+w|| s lj v)l + IMI* 

Conclua quet 

A) 1 e 3 são falsas. 

B) Somente 2 e falsa. 

C) Somente 3 © verdadeira. 

D) 1,3 e 5 são verdadeiras 

E) Todas são falsas . 



3 

Considere o munido de 

em relação ao qual a "base 
é ortonormal. Dado o vetor 
nônica) , determine (Vq) 1 

A) { (x,y,z) |x-y-2z = Oj 

B) { (x,y,z) |x+2y+2z = 0} 

C) { (x,y ,z) |2x-3y+z = 0} 

D) { (x,y,z) |2x-y = 0} 



+ ND 



um produto interno (*)> 

p = £(i,o,o) ,(i,i,o), 

y Q = (1,2,2) (na base ca 




\r • ' . . . f 
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nsidere o oom o produto Interno usual; dado o 

3 3 

erador linear At IR -♦ IR . , .y, . . • . 

(x,y,z) h* (2x+2y,x+z,x+y), 
nsidere as afirmações » 

A não e inversível . / , ' 

Seja W = { (x,y , z) | x+yaO} ; se w Ç ,W, então 
( Aw , w) = 0 » w * 0 . 



Em relação à base (3 = { (l , 1 , 0 ) , ( 1 , 0 , O) , (0 , 0 , l) } t 

o 111 < l ' : “ ' V 

A]; = (1 1 1) • 

P 111 ‘V ■: O í ' ■' 



A é auto-adjunto , • , ■ 

A+A* =3 I, onde A* e o adjunto de A, e I a 
identidade do . s . . . . , , 



C onc lua que ; 

* .•' * c S t > 

1,3 e 4 são verdadeiras 
1,2 e 3 são verdadeiras 
Somente 1 e 3 são verdadeiras 
Sõmente 2 e 3 são verdadeiras 
Sòmm te 3 © 5 são falsas. 



'V :.Jx'VÀ'í! Wt 



.* >'; . f ♦ •' f 



■ i‘ • .. \ í,\: 



•nsidere as afirmações, onde A,B são matrizes qua- 



■adas de ordem n. 



Se A e 



■,* 'fí*! •* ='■ 



3 inversível, então (A .^) = (A*) , 



^-1 




I, AA* é aut o -adjunta 

3 . A auto-adjunta => Í^X^ZZ ,a nnV € R 

+ 4 A,B auto-adjuntas =* AB + BA auto-adjunta 

5 . A,B auto-ad juntas ; AB é autoadjunta « AB 

Conclua que: 

A) Quatro são falsas 

B) Duas são verdadeiras e tres sao falsas 

C) Três são verdadeiras e duas sao falsas 

D) Quatro são verdadeiras e uma e falsa 

E) Todas são verdadeiras. 



Considere o espaço vetorial real K? 0 VíR R ^ 

funcional linear não nulo. Assinale, dentre as afirma 

' ■ , , ■ t • '? . 

. , 

côes abaixo, a verdadeira: - 

A) Existe (a,|3,Y) € ker cp tal que ... 

y 

(x t y t z) = ax + 0y + vz para todo (x ,y , z) R a* 

B) dim (ker cp) t= 1 

C) ê sobre jetor* mas nao e injetor 

d) dim(lm Cp) « 2 ) .V’;;C 

E) Nenhuma das afirmações acima e verdadeira. , 



1 



m as matrizes M,N,P* 



= £ 'o) 



.2 .2 

N “ (i 3 ) 



P " (3 3^ - * 



-se afirmar que t 






Todas são diagonalizáveis 

Nenhuma e diagonlizável 

Somente N e P são diagonalizáveis <: 

Somente M e diagonalizavel 

Somente P não 4 diagonalizavel 



idere as afirmações , onde A*V -* . V e . um opefador 
ar, e V um espaço vetorial complexo içom um pro- 
' interno {»)* J: : : 

• \ ■ « ? i • < ✓ I # u’ r 

* ’ , * . f t • ? v r f • , . . - . 

le \ € C e um auto-valor de , A, então ; ’ 
v6V | Av = > v} e um subespaço de V* 

= 0 e auto-valor de A A não e inversível, 
le dim V = n, então uma condição suficiente para 
iue A seja diagonalizávèl e' qúe7"Xy‘.v tenha* ' n ; -f 



.uto-valores distintos. 






!e A e auto-adjunto, e X 4 auto-valor de A» 
mtão X 6 R. 

ie A e auto-adjunto, e v i» v 2 s ^° auto-vetores 




•: linearmente independentes de A, então (yi» v 2 ^ 
Conclua que: 

A) Todas são falsas 

B) Todas são verdadeiras 

C) Quatro são verdadeiras e uma é falsa 

D) Três sao verdadeiras e duas sao falsas 

E) Duas são verdadeiras e três são falsas* 

5 . Sejam v x = (l,l,l), v 2 = (-1,1,1) e v^ = (0,0 

3 

(a) Mostre que t v i ,v 2 ,v 3^ ® uma ^ ase do R . 

(b) Seja T:IR 3 -» IR 3 a transformação linear tal 

T (v 1 ) = v i( T(v 2 )'= -v 2 , T(v 3 ) =-2v 3 = 

i) Calcule T(E^) , t(E 2 ) e T^) , onde E x i> 

= (1,0,0), Eg s (0,1,0), £3 = (0,0,1). 

ü ) Obterüia uma fórmula para T(x,y,z), para todo 

• 1 ■ •!_. • - ■ . 

(x,y,z) € IR 3 . Sugestão: (x,y,z) = xÈ 1 + yE 2 

I 

iii) Calcüle a dimensão do núcleo de . T, e 
T é inversxvel. 
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Considere a aplicação linear T :IR 2 -♦ R 3 

a 

(x,y)>- (u,v,w) 

onde 

u =ax + y 

■ v = X + ay (a € R) 

w = (a+2)x + (l+2a)y 

e seja W üm subespaço próprio do R 3 , independente 
de a, que contem Ira T para todo valor de a. 

a 

a) Determine W. 

b) Mostre que Im = V para todo valor de a, com 
exceção de certos valores particulares, Calcule 
tais valores e determine as dimensões do núcleo e 
da imagem de T para cada um deles . 

a 



Sejam as "bases do 1R^ í 

p = [(v 1 = (1,1,1),- v 2 = (1,1,-1), v 3 = (-1,0,1)] 

P' = C(E 1 = (1,0,0), E 2 =. (0,1,0), e 3 - (0,0,1)] 

Dado v = av^ + bv,, + cvy as coordenadas de v em 
relação a p» são dadas por (onde I e a identidade 
do R 3 ); 
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a) i ]| .(b) 

P c 







-1 






í 1 1 1 




[ a 


/ 


1 1 -1 




b 




1-10 lj 




1 c 



C) ✓ 1 

I -1 
e) nra 





1 


1 l\ a 


B) 


1 


1 '^1 b 


-1 


0 1c 


D) 


±1 P 

IJ P« 


a • v.: - : • 

• (b) 
c 



Iv 



28. Considere o C 3 com o produto interno usual: , 

( X, Y) = x 1 y 1 + x 2 y 2 + x^ e seja V o subespaço d& - 

gerado pelos vetores v 1 = (l;i;0) e v 2 = 

= (l;2;l-i). Uma base ortonormal de' V e formada pe- 
los vetores: • ^ 



A) tfz' Jz'' 0) 

B) (liUO) 

c) (i;i;o) 

»> ( á i 7i‘' >l 



/ l+2i t 2— i t 2 — 21 \ 

Yl8 ’ VT8\7T8 

1-i). , 

(l »2 ; 1-i) . 

o, 2-i 2-2ÍN 

(l+2i-, 2 , _ ) 



E) NRA 



• ™ 
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2 

Considere o (R com o produto interno 

<X,Y> = x 1 y 1 + + x 2 y i + 2xL 2 y 2’ onde X * ^ X 1 * x 2 ^ 

e Y = (yi>y 2 )- 

Os vetores de norma igual a 2\Z!T, ortogonais ao vetor 
( 6 ,- 3 ), são : 



A) 


( 2 - 0 ) 


e (2v^2,0) 


B) 


(2,2) 


c) 


{ 2 / 2 / 5 , 


hJz/5) 


D) 


(0,2) 


E) 


NRA 









Sejam V o espaço real dos polinómios de grau á 3 , 
D:V -♦ V a aplicação linear derivada, e as bases 



Determine 



A) 



c) 



t 2 ;t 
D] 


p 

p' 


e 


P 1 


= {l;t-l;t 2 -t 


-1; 


t 3 - 


t 2 - 


t-1 


/o 


0 


0 


°\ 




1° 


1 


2 


0' 


1 


0 


0 


0 


B) 


0 


0 


2 


3 


2 


2 


0 


0 


0 


0 


0 


3 


\6 


3 


'3 


0 , 




0 


0 


0 


01 


0 


1 


2 


6^ 




I o 


1 


0 


o\ 


0 


0 


2 


3 


D) , 


0 


0 


1 


0 


0 


0 


0 


3 


0 


0 


0 


1 


0 


0 


0 


0 




1 0 


0 


0 


0 j 



e) nra 
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L.’ Sejam A, B matrizes hermitianas . Considere as afir- 



Conclua que: 

A) Todas são verdadeiras 

B) Somente 4. e falsa 

C) Somente 2. é falsa 

D) 1. e 4. são verdadeiras 

E) 1. e 3. são verdadeiras . 



Seja TtR 3 R 3 o operador linear definido por 
X ( x ,y,z) = (x+2y , 3x-4x,y) . Determine T*(x,y,z), 
de T*:R 3 «4 R 3 ©o operador adjunto de T. 

A) T*(x,y,z). cs (x-2y, 3x+4z, -y) 

B) T*(x,y,z) = (x+3y, 2x+z, -4y) 

C) T*(x,y,z) = (x-3y» 2x-z,y) 

D) T*(x,y,z) = (x+2y, 3x-4z,y) 

e) nra 
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A matriz 



M = 



JZ 


7T 




1 


c 


73 


-2 




76 


Cl 



© ortogonal (real unitária). Conclua que: 



K) a " ± 7T’ b = 



- 1 1 
+ Jz 5 c ” 



76 ’ 



d = 



7 T* 



B) a = b = vT* c = * 1 



76 ; d = *75" • 



0 a ; b = "7r ; c 5 d = ± 7T • 



}) a = ± 
5) NRA . 



•ft ' b = ±m h * 0 = 7e »' d " *7? • 



5eja V o espaço vetorial real dos polinomios de 

jrau £2, com o produto interno <p,q> = f p(t)q(t)dt, 

* 

?m relaçao ao qual os polinómios 



>i(t) = í, p (t) = 



2t-l 



? 3 (t) 



6t - 6t + 1 

vT 



sonstituem uma base ortonormal de V. Considere o fun 

:ional linear f:V -» R; dado por f(p) - p(l), p € P; 
.o termine q 6 V tal que 
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f(p) = <p,q) para todo p 6 V. 



A) q(t) = 



I8t + 2t + 8 



B) q(t) = 1 tf 

x / . s l8t 2 - 8t + 13 
G) q(t) 15 

D) q(t) = P x + P 2 ('t) + P 3 ( t ) 

e) nra 






V . Vv' 

' l . : *)!» 



*\ 'i • 



12 2 ' 

35 . Dada a matriz A = 12-1 , determine uma ma- ; 

-1 1 4 " . - ; , ^ 

triz inversível P tal que P^A P seja diagonal é^. 



1 


1 


0 


1 


1 


2 


1 


0 


1 B) 


P = 1 


0 . 


t *i 


2 


-1 


1 


0 


. 1 


1 


1 


1 


-1 


‘ 3 


, 0 


0 


2 


2 


1 D) 


P = 0 


, 3 . 


0 


2 


-1 


4 


• 0 


0 


■ 1 



E) NBA. 



36. Determine todas as soluções de 

3^ 1 - 7x 2 +. 14 x 3 - 8x^ = 24 

X 1 " 4x 2 + 3x 3 ~ x 4 K ~ 2 

x 2 + x 3 “ x 4 =6 
2x x - 15 x 2 - + 5x^ = -46 



■ :>-» 

1 =• ' : « • • ■’j' , í í> 

’ •• 1 ; ' 
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Sejam V = R 3 ,'w = R 2 e T :R 3 R 2 dada por 
(x,y,z) i— {Zx+y, x-y •+ 3z) . Considere em V*- e V* 
as bases P* = e p< = definidas 

por 





f 2 


f 3 




S 2 


© 1 “f 1 


e l 0 


e i - 1 


e l 4 1 i ' 


e* -♦ 1 


©2 4 —1 


e 2 r* 1 


0 2 ■* 0 


- °. 


©2 *+ 2 


e 3 4 0 


4 2 


©3 -> -1 


• vj-';- . 




onde a 


= C e l* e 2 > 


83} © 


a ’ = í e i ,0 2^ s ®-° 


as bases 


A , Q 

canônicas do R-^ 


e R 2 


■ « •' í 

respectivamente-. 


.1 ' . ' í . * ** 


1 . Ache 


T*] 3 '* 

P* 






\ * 


2 . Ache 


T*'| a ** 

J a* 




. .. (J • U 1 


i ’ 1 \ * 



'.• •• V ™. : ’ \ í y 

>■ * o* ;• ■, ■■ 5, ■ 



•rP' > vj j-x 



Se U = V, U um subconjunto, d© fina ‘o anulador de 

u, u°t - ; ,; v 

u ° = [fÇV* | f(v) B 0,' Vv€Uj í 

1. Mostre que U° e um subespaçò vetorial de y* , 
2; Se TíV W e linear, mostre que se g’g V*, 

g Ç (l(T) )° » g ç n(t*) • 









o vetorial sobre L e igual ás 1 'l ; \ • 

1/ 

) (n-r).n B)n+r C) nr . ' D); nr-1 

) Nenhum dos valores anteriores ♦ ' \ ' ’■ 



e ja. V o espaço vetorial real das matrizes nXn a 
oeficientes reais, e considere os seguintes subconjun 
os de V: ‘ 



Wi = {A € V | A é inversd/vél} 



r 


W 2 


= 


{A 6 V | A e simítr±oa]u’;^^i|‘ f if V> v. . 


t 


W 3 


= 


(A <= V | A 2 = A ] -V 






= 


{A € V | AB = BA} sendo B £> V" uma ma 

triz á^ixa* 

. •• • \ ■ i • 


>nc lua 


que: 




1 W 2 


e 


V 3 


• h ■ 

sao subespaços de , V. : (r 






. 


W 1 e subespaço de Vi ; . ; ■ ; , ^ 




G 




V 


W 2 


e 


tr « , ■ t ' l<\& * ri Í.V. •.* ..-lí'-. 

sao subespaços ;de-.V,"-V* i'£ÍvV< 


v 2 


e 




são subespaços de Vi ■' 



Todos são subespaços de V* ,»• . 







3- Considere as seguintes aplicações: 



xi- (sen x,2x) 



(x,y) h* (x+y ,x) 



A) G e H são lineares. 

B) Somente H e linear. 

C) G e T são lineares. 

D) Somente F nâo é linear. 

E) Nenhuma delas e linear • 



'+4, Seja V o espaço vetorial real das matrizes; 
coeficientes reais, e W o subespaço de V 

°s , 0 

por ( Q 1 ) e 0 ). . 

Considere as afirmações: ' ... K 



d* 1. dim W =3 2 



2. Toda matriz simétrica de V pertence a 'í-Wè- 
j 3 , Toda matriz antisimétrica de V pertence a V. 



4. A aplicação F:R -» W 



(x,y)^( X y ) 
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onclua que: 

) Todas sâo verdadeiras . 

) Três são verdadeiras e uma é falsa.. 

) Duas são verdadeiras e duas são falsas. 
) Somente 3 . ê falsa, 

) Todas são falsas. 




msidere a aplicação linear L A :R n *+ R m ' definida 
>r onde A ® uina matriz fixa . mXn, e 

1 seguintes afirmações: v 



0 núcleo de e o espaço das soluÇoes ,üo siste- 

ma AX = 0. 

Uma conseqüência do teorema do núcleo e da imagem 
e que, sè, m < n, então AX = 0 tem solução não 
trivial . . 

0 sistema AX = Y tem solução sej-ve somente se, 

• ’ .,{ ... ; .. r 



Y 6 Im L a . 

Para cada Y É R m , X Ç 

X^- e tal que AX 1 = Y, 

de L . 

A 

Se m - n , então é 



L A (y) 0X3 X *L + X 2 , onde 
e Xg pertence ao núcleo 

. , ■ k ;1í - ,\Í' > V f' 

um isomorfismo «=> A e; in- 



versível. 



Conclua que: 

A) Duas são verdadeiras e três sao falsas. 

B) Três são verdadeiras e duas são falsas. 

C) Quatro são verdadeiras e uma é falsa. 

D) Somente 3* é verdadeira. 

E) Todas são verdadeiras • 



^6. Seja V o espaço vetorial real das matrizes' simétri-^ 
cas 4x4 a coeficientes reais, e a aplicaçao linear 



m m /.v a i a + a + A, i.O núcleo de 

Tr:V -> R, Tr (A) « A^ + A 22 + A33 + 44 - f ^ 



Tr tem dimensão igual a: " V 

A) 9 B) 16 C) 15 D) 0 

E) 0 núcleo de Tr não tem dimensão finita. 



47. Seja a aplicação linear F:E 2 * R 8 , *W> = (^>^4 

com a e b constantes não nulas. Pode-se afirmar ^ 

J * ' * 

que : ' / 

A) A imagem da reta S = {(x,y) I 7=*) ® a reta 



B) A imagem da circunferência S = [(x,y) | x +7 -; L 2 
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e a elipse E = { (u,v) | ~ ~ + =. 1} . 

b a 

») A imagem da circunferência S * { (x,y) j 3 c 2 +y 2 =sX} e 

A I 2 2 

a circunferência E * [(u,v) | u +v » l] . 

>) A imagem da circunferência S » {(x,y) | x +y =1) e 

2 2 

a elipse E a { (u, v) | m 1} . 

a b 

í) Todas as afirmações anteriores são falsas. 

■ “ • 

?. • : fn . 

ejam V e U espaços vetoriais de dimensão finita 
obre um corpo K, dim Vara, dim U « n, e F*V *+ U, 
•íU -♦ V aplicações lineares. Considere as seguintes 

f irmações : * . 

/ - 

♦ Se F é injetora» então n a m. • 

\ 

• Se G é sobre jetora, então n ■ m* 



• Se 


m s» 




então 


F 


e G são bijeções. 1 > 


» Se 


m a 


n, 


então 


G 


„-l 

* F . •>.; ••••■• • 


• Se 


m < 




então 


G 


e F não . são inversíveis . 



Conclua que* ;■ * 

% . ' > 

) Somente 1. e 3» são verdadeiras. 

) Somente 2. e verdadeira. 

) Somente 1. e 5» são verdadeiras. 



D) Somente 4. é falsa. 

E) Todas são falsas . 
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49. Seja T:(R 2 -4 R 2 a transformação linear tal que 

T(x,y) = | (5x+y, x+5y). Então: 

A) T é uma rotação no plano. 

B) T e sobrejetora, mas não é injetora 

C) T é injetora, mas não é sobrejetora. 

D) T é invertível. 

B) Nenhuma das afirmações anteriores é verdadeira. 



m 

i' " , 

•is! 






50 Seja V o espaço vetorial sobre K dos polinomios, 

a coeficientes no corpo K e de graü sn (incluindO;|- 
o polinómio identicamente nulo). Considere a transforjj 



mação linear T:V n •* v n 



onde q n (x) s P ]i (x + 1)-P n (^| 



¥x£K. Então: 



- n 



In 



A) Té sobrejetora. 

B) T é injetora. 

C) dim N(T) = 1, dim l(T) 3 n-Í. 



•' v ífli 



í§i 



> 

r- 

A 
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D) Se VT e' 0 subespaço de V n formado pelos poli 

nomios que se anulam na origem, então a transfor 
maçao linear W n -4 V n (restrição de T a W^) e 
injetora. ^n ^ ^n 

E) Todas as afirmações anteriores são falsas. 

i 

2 2 

Seja TílR IR o operador linear tal que :T(l,0) = 
= (0,-l) e T(o,l) = (1,0). Calcule T 2 ^, 

A) -T B) T. C) I D) -I b) 0 , ’ 

» * ‘ ' t -' ’ *' " t ; - ' 

I •“« ’ 

Seja T*R n ^ (R n um operador linear tal que T 2 » 0; 
calcule T(l+T) , n um inteiro positivo* - 

i) I B) T C) I + nT D) 0 ‘ 

j ) Nenhuma das respostas anteriores. ' 




'adas as seguintes transformações lineares do R 2 

2 . * ; - ■ i- 

. ! ,y r . ;v ^.v. • 1 

(*,y) m* (x còs e - y sen e,x sen 0 + y cos 0), 



no 




0 e C o , 2n ) 

N 

T 2 í(x,y)^(ax,y) (a > 0) 

T^í (x,y) *-•- (x,-y) 

T^i (x,y) *-(-x,y) 

Considere as afirmações! 

1. T i p = T 2 “ T i ( a > °) 

2. T 2 = I 

ri T = T°Ti w 0 = TT 

3 . a 3 a 4 , ; ;; 

4. Não existe (x,y) € R 2 , (x,y) ^ (0,0), tal que * 
T 1 (x,y) = a(x,y), a G R, 0 ^ nH , n G Z. 

Conclua que! 

A) 2. 3. e 4. são verdadeiras. 

t 

B) Somente 2. é verdadeira. 

C) Somente 1. e 4. sao falsas. 

D) 2. e 4. são falsas. . ,1, 

E) Todas são verdadeiras. 

* * » 

54. Considere os operadores lineares TiV -♦ V, L*V V» 
e as seguintes afirmações! 

1. t 2 = i» T = + I ' 

2. Se L 2 + L - X - ) » então -L" 1 = L + I 

3. 



Se To L - 0,. então T = 0 ou L = 0 
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4. (t+l) o (t-l) « t 2 - l 2 ' 

5» S© T o L b O, então L 0 T « o/ 



Conclua quei 

A) Três são verdadeiras e duas são falsas. 

B) Duas são verdadeiras e três são falsas. 

C) Somente 2, ê verdadeira. 

D) Somente 1. é falsa. , 

E) Todas são falsas. 



Sejam os vetores = (l,l,l), V 2 = (l,-l f l) 

V 3 o (2,0, -2) do R- 



. A matriz de feflexão sobre o 
plano determinado por' e V 2 , tomada em relação à 

base canônica 0* = [ ( 1 , 0 , 0) , ( 0, 1 , 0) , ( 0 , 0 , l)} e 
T]f‘ e i 



A) 

D) 



1 • 


2 


3 1 




[i 


-1 


1 | 




Í 1 


0 


2 


4 


5 


6 i 


B) 


2 


-2 


0 


. C) 


0 


4 


0 


7 


8 


9 1 




1 4 


-3 


0 I 


1 2 • 


0 


3 



-1 2 
4 -1 
-3 2 



3 

5 

6 



e) nra. 










- 220 - 

Considere a transformação linear do plano obtida pro- 
jetando o vetor v = (x,y) ortogonalmente sobre a re 

ta L = y-2x = °- 

A matriz de T em relação à base = (1,0), (0,l) <» 

tal que 

A) A soma de seus coeficientes e' 9/5- 

B) A soma de seus coeficientes á 8/5 e todos são po- 
sitivos . 

c) Os seus coeficientes são 
ma 2. 

D) Somente um dos c 
1 (um) . 

E) NRA. 



todos nao nulos e de so 
oef icientes é não hulò e igual a 



. seja V um espaço vetorial real com produto inter- 

. *1 

no (»)• 

Assinale qual das afirmações abaixo f falsa. 



A) 


||u+v|| 2 + II 


u -v|| 2 * 2(|| 

u li 2 


u|| 2 t INI 2 ). 

ii i|2 , ||_,||2 


V*u,v e v 


B) 


(u,v) =* o 


||u+v|l = 


||u|| + ||v|| 




c) 


(u,v) = \ 


(||u+v|| 2 - 


Hl 2 - H| 2 ) 




D) 


Se u, v € 


V, v / 0 


(u,v) 

0 II II 2"" 

V 


. , então 



u 1 = u - c V 



e ortogonal a 



v . 
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E) Se v lf v 2 v n 

v = Sx_^v^ então 

Se T:R^ -» e dada por T(x,y,z) s 3 (z,y,x) então 

A) T é uma rotação em torno do vetor (2,0, -2) 

B) T é uma rotação em torno do vetor (l,l,l) 

C) T e uma rotação em torno do vetor (l,-l,l) 

D) T e uma reflexão sobre o plano vertical a 

(2, 0 ,- 2 ) e passando pela origem. 1 

E) NRA. ; ■' r. i * * • 

» “ • 

a 2 ' 2 

Seja T a transformação de R em R definida pe 
la fórmula T(x,y) = (x+4y; 2x+3y)*- v ' ’ 

A transformação ei • ^ : - 

A) Uma reflexão em torno de y=0 seguida de uma ro- 

•» ' ■» . : i .;. !i 

taçao. v V ' • ' 

> ' . . 1 % 

B) Uma reflexão em torno da reta 2x-y = 0 seguida 
de uma dilatação de razão 5 ao longo de y-x = 0 . 

C) Um cisalhamento paralelo ao eixo 0x. 

D) Uma reflexão em tôrno de x-y = 0 seguida de uma 
dilatação de razão 5 ao longo de y-x = 0 < 



e uma base qualquer de V e 
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e) nra. 

* * í. 

60. Seja FiR 2 -♦ R 2 dada P or 

F(x,y) » (ax + by, cx + dy) 

Suponha que F(l,0) = (l> 2 ) e F(0,l) - (2,p). 
Calcule F(287 » 

A) 369 

B) (-315, 287) 

C) Impossível calcular com os dados fornecidos 

D) (197, ^39) 
e) nra 



61. Considere o R 3 com o produto interno usual, e 



s = 


{(x,y,z) | z=4] 


■ determine 


A) 


= ( (x , 0 , O) I 


x € IR] 


B) 


S*" = [(0,0, z) I 


z € IR} 


c) 


s- 1 - = (0} 




D) 


S x = { (x,0,z) I 


x,z 6 R} 


E) 


NRA. 








se 
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, Considere as aplicações 
3 2 

F;R J -4 R ; 

(x,y,z)^(x+y, Z+y-x) 

e CjR 2 R 2 

(xíy) — (-y,x) ; 

A) FcG(x,y) as (x-y, -y+z-x) e G«F nao está defi- 

• nida* , y ', " . . 

B) FoG(x,y) = (x-y, -y+z-x) e G«F(x,y,z) u 

= (x-y, z-y, x+z) . ; 

C) F«G não está definida e G?F(x,y,z) e (-y,x+z.) 

D) G«F(x,y,z) = (x-y-z, x+y) . , : . 

' t ' J * .. v ' 

e) nra. 



j. Verifique qual das afirmações abaixo e verdadeira: 

A) Sejam f : A -> B e g:B -» C duas. funções , se 
gof:A -4 C , a função compos ta • e sobfe jetora , então 

- f e g aâo sobre jetoras . ’ " 

B) Se go f : A -4 C e injet ora , então f v ;, e g são in- 

. jetoras,’ , •. • V . ■ 

C) Se f *A -4 B e sobre jetora, então existe - gíB -♦ A 

tal que h = gof :A -* A e a identidade em A, isto 
e, h(a) = á, Va Ç A. ' V’ ; , ’ ’• • 

D) Se f *A -♦ B á injetora, então existe - giB *4 A 



t 



fr. 

i:- 

n, 



u 

t.4 

jü 

8 ■ 

|í': 

W.: 



W 
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tal que h = g.f :A «■* A é a identidade em A, isto 
e , h(a) = a , V a € A. 

E) Todas as afirmações acima sâo falsas . 



+ . Seja V = [f:R -» R} o espaço vetorial das funções da 
reta na reta. Quais dos subconjuntos abaixo sao sub- 
espaços vetoriais de V? 

✓ M = {f:R -* Ri tais que f(l) =* 0] ' ' 

N = {f :R -* R, tais que f(l) = l} 

✓ p = {f :R -* R, tais que f(o) * f (5) *' °] 

Q 3 {f:R R, tais que f(x) £ 0, Vx} 

R = {f :R R, tais que f(l) > 0} ' 

A) M, P, Q, R 
y B) M, P 

r * 

C) Q, R 

D) M, N, P 

E) 



NRA. 
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^uais dos conjuntos abaixo sâo espaços vetoriais sobre 
d corpo dos números reais? 

[As operações sâo as usuais). 



1 - conjunto das soluçoes de um sistema linear homo- 
gêneo a coeficientes reais. 

* = -> R] conjunto das funções da reta na reta, 

} = conjunto dos números irracionais 



i = conjunto das matrizes mXn a coeficientes reais. 

0 M, N, P, Q 
I) M, N, P 

0 M, n, q 

») M, P, Q 
;) N, P, Q 



Ache uma base para o subespaço ¥ do R 4 gerado 
por ..f > 

( 2 , - 2 , 2 , 6 ), \ (- 1 , 1 , - 1 , - 3 ) , ( 3 | 1 » 7 » 5 )» (l» 3 » 5 i-l)» 

(i.i. 3 ,i) . ■ ’ 

• Conclua que (x,y,z,t) € V se e somente se 
z = 2x + y 



t = 2x - y 
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67» 1. Mostre que o conjunto S das soluçoes 6 

ç. R n do sistema a coeficientes reais 



a ll x l + * • • • + a m X n = ° 



a -X- + • ••• + a mri x r , = ^ 
ml 1 mn n y 



4 um subespaço vetorial do R 



2. Ache explicitamente uma hase para S no caso do 



sistema 



!x i " 3x 2 + 6x 3 + 2x 4 ' 5x 5 = 0 



x 2 ~ + x 4 = 0 



x 4 - 3x 5 



68 . se v 1 * (1,3,5), v 2 = (2,-1, 3) • v 3 = (-3,2, -4) são ,i 

vetores do R 3 resolva a equação vetorial + 



+ x 2 v 2 + x 3 v 3 = 0 e decida se v ± , v g , Vj sâo linear || 



mente dependentes ou independentes, 



69 , Prove que : 



l) Se V e um espaço vetorial de dimensão finita e 
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2 ) 



v ^» v 2 » ,, *» v n constituem uma base para V, então 
qualquer vetor v Ç V se escreVe de maneira única , 
como combinação linear de v i» v 2 9 * * • > v n » 



Prove que v^ = (l,0,0), 
formam uma base. para o 
(5» 2) como combinação 



(0,1, l) e v^H (l, 1 ,1) 



R- 



e exprima o vetor 



? 



linear de 



v i’ v a e V 



Sejam V e W espaços vetoriais sobre um mesmo cor*- 
po K. Dizemos que uma função T*V ^ W e linear ee, 
quaisquer que sejam u,v Ç. V, k £ K, vale T(u+v) a 
* T(u) + T(v), T(kv) = kT(v). 





Decida , 


em 


cada caso 


deixando 


escrito seu raciocí- 


nio 


, s e as 


funções abaixo são lineares; 


1. 


T*R n *4 


R m 


definida 


por 


T(v) 


» o, V- v e R n 


2. 


TíR n -♦ 


R n 


definida 


por 


T(v) 


■ v, . V V £ R n 


3. 


T:R 3 -» 


R 3 


definida 


por s 


T(x, 


y,z) » (x+y,y-z,xz) 


4. 


T;R 2 .-4 


R 2 


definida 


por 


T(x, 


y) (x-y, 2x-5y) 




i ■ 



•i; ' • ,Sr 

. r- .lv ‘ 




torial. Considere as afirmações: 






Seja 



V um espaço ve 



1 . 




Se os vetores v i ,v 2**'’ 
les e combinação linear 
Todo subconjunto de V 
é IX). 

Todo subconjunto de V 



v são LD então um de - 
’ m 

dos demais . 

que contém um conjunto LD 
contido em um conjunto XX) 



4 . 




é LD. 

Se v lP v 2 v m € V são LI e u = a 1 v ;L +...+ 

+ a v então os coeficientes *•,»«••»% estão 
m m 

univocamente determinados, dado u É V. 



Assinale a resposta certa: 

I 

A) Todas as afirmações acima estão corretas, 
s/ B) Apenas uma está incorreta. 

C) Duas estão incorretas. 

D) Apenas uma está correta. 

; r . 

c) Todas são falsas. 

* i 

\ 

72. Determine o niímero a para que os polinómios abaixo 
s e j am LD . 

, 2 
= Í + K 

2 3 4 

Pn = x + 3x - ar* + x 
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2.3 h 

= 3 + ax + 12x - 4x + x 

0 a s 12 • . 

3) a s 4 
3) a = 3 
D) a = -4 

3) Impossível - eles sâo LI para \^a.€ K. 



3eja V o espaço das matrizes reais 2X2 e T:V -» V 
i aplicação linear definida por T(A) s P.A f onde 
z 1 ^ . Z a ll. a 12v 



P = í -í> 



Considere a base de V: 



a 21 a 22 



f ,l 0. ,0 1. .0 0 0 0 ( . 

P - í (o 0^ f ^0 0^ ' '1 0'* ^0 1^ ' ♦« 

As coordenadas do vetor T(a) com respeito à base 
3 ' são: 



0 


( a ll“ a 2l' 


a 12“ a 22’ a ll +a 21 ' a l2 +a 22^ 


B) 


Kl +a 21’ 


a i2 +a 22 , ’ a il +a 21 , “ a 12 +a 22^. ,, ; 


3) 


( a H+ a 21 , 


a 12 + *22' a ll“ a 21 t a i2“ a 22^ , 


D) 


( ~ a ll +a 21 


, -a 12 +a 22 , a 11 +a 2 1 » a i2 +a 22^ 


E) 


NRA , 
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4. Seja V o conjunto das matrizes reais nXn e 

T: V -> V . 

A H- A t 

Considere as afirmações: 

1, T é linear. 

2. T ( AB ) = T(a)t(B ) = T(B)T(A) 

3 . Ker T ^ ( 0} . 

4. T 2 « I 

5. T(AB) â T(B).T(A) ^ t(a).t(b) em geral. 

Então : 

A) 1|2,3,4,5 todas verdadeiras. 

B) 2 e 3 falsas. 

C) 2 e 4 falsas. 

D) 1 e 5 falsas. 

E) Somente uma, entre as afirmações 1,2,3» 4 , 5 © 




ver 



dadeira . 



2 2 

75» Dadas as funções 1» sen t, cos t» sen 2t, cos 2t , 
considere as seguintes afirmações: 

1. 1, sen t, cos t são LD 

2. 1, sen 2t , cos 2t são LI 

3* 1, sen t, cos 2t são LD 

4. 1, sen 2t , cos 2t são LD 
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Entâo : 

.) Todas são verdadeiras, 
l) Apenas uma é falsa, 
l) Duas sâo falsas. 

)) Apenas uma é verdadeira. 
S) Todas sâo falsas. 



Sejam T^Tg e T^ as aplicações R 3 IR 3 que le 
ram o ponto (x,y,z) respectivamente ems 

(x+y-1, y+z, z), (x-y+1, y, 0) e (x+1, 2y+z, z). 

Considere as afirmações: 



1. 


T l- T 2 


e 


T^ sâo lineares. ■; 


2. 


T 2° T X 


* 

e 


linear. 


3. 


T l° T 3 


* 

e 


linear. 


4. 


T l* T 2 


* 

e 


a projeção sobre o plano xOy* 



Então : 



A) 


Todas sâo verdadeiras. 






B) 


Apenas uma é falsa. 






c) 


Duas são falsas • 


- " ■ : . 


• ' •••>,;,' ! ” 


D) 


Apenas uma e verdadeira. 


:,v 


. <*] i ; . 


E) 


Todas são falsas . 




/jí-rfí 




77 • Se V 4 o conjunto das matrizes 2x2 com coeficien 

,1 °. t » 

tes reais e M = 'o 1 * defina T:V -+ V por T(A) = 
= AM-MA. 

Assinale a resposta certa: 

a) dim Ker T = 0 

B) dim Ker T = 1 

C) dim Ker T = 2 

D) dim Ker T - 3 

E) dim Ker T = 4 

78. Seja [E^ f E^ ,E^ ,E^] a base canônica do IR^ e 
TilR^ -4 IR 4 o operador linear tal que: 

TE } = E^ TE 2 = E^ TE 3 = E x TE^ =0 
-* „ 

Consideie as afirmações abaixo: 

£i 

1. T = 0 

2. T isomorfismo 

3 . I-T inversível 

4. T injetora 
Assinale a resposta certa: 

A) Todas estão corretas* 

B) Apenas uma e falsa, 

C) Duas são falsas. 
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D) Apenas uma é correta. 

E) Todas são falsas. 



Se ja V » R 3 e considere os seguintes subconjuntos 
de V 



1 . 



2 . 



3- 



4. 



5. 



A) 

B) 
0 ) 

D) 

E) 

F) 



[(x 1 ,x 2 ,x 3 ) 6 R 3 
((x 1 ,x 2 ,x 3 ) € R 
t (Xi,x 2 ,x 3 ) € R 3 
{ (x 1 > x 2 > x 3 ) € R 3 
{(x lf x 2 ,x 3 ) € R 3 

Então l 



X 1 


+ x 2 


+ X3 a 


0} 


X 1 


+ X 2 


+ x 3 = 


1 } - 


X 1 


- 2x 2 + 3 x 3 


= 0] ■; 


x l« 


' x 2 6 


x 3 são 


racionais] 


x l ! 


,x 2 e 


* .* 

x 3 Sao 


inteiros] 



• V>4 



3 

Todos são subespaços vetoriais de R ; . .. 

3 

Nenhum é subespaço vetorial de R é . f 

3 . 

1) , 3 ) e 5 ) são subespaços vetoriais de R . 

3 ' 

2) , 3) e 4) são subespaços vetoriais de R » 

3 

l), 2 ) e 5) são subespaços vetoriais de R- * 

3 

l) e 3) são subespaços vetoriais de R . * * 



80 . Chame de 



o espaço -vei/OíiaA 






com coeficientes reais e sejam os seguintes subconjun 
tos de V: 

1. As matrizes cujo determinante e zero. 

fa 01 

2. As matrizes da forma I ^ 

3. As matrizes cujo determinante e 1. 

4. As matrizes cujos coeficientes sao números racio- 
nais . 

5. As matrizes cujos coeficientes sâo números pares. 

Então i 

A) Todos são subespaços vetoriais de V. 

B) Nenhum e subespaço vetorial de V. 

C) Somente um é subespaço vetorial de V. 

D) Somente dois sâo subespaços vetoriais de V. 

E) Somente três sao subespaços vetoriais de V. 



81. Seja V o espaço vetorial das funç*oes reais de uma 

variável real e considere os subconjuntos abaixo de V: 

1. V = (f 6 V | f(3). = 1] ' 

Z. ( s (f £ V | í'( n )' =* °> V n inteiro ]. 

3 . ( = [f ( vj f(i) = • 

k. w = (f e v | f (x) = f(-x) i Vx e r] • 




5. V » [f € V | f(x) = -f(x) > Víx € R} v 

Então: 

a) Todos são subespaços. 

B) Nenhum é subespaço. 

C) Somente quatro são subespaços. 

D) Somente três são subespaços. 

E) Somente dois são subespaços . 



52 . 



Seja 


3 

V = R 


e considere os vetores u j “ 


U 2 = 


(0.2.-1) 


, . u 3 = (0,1,2), = (0,2,5) 


u 6 = 


(0,4,1) . 


0 subespaço gerado por eles 



A) 0 espaço V. 

B) Um subespaço de dimensão X.- 

C) 0 plano y - 0. 

D) 0 plano definido pela equaçao y * x * 

E) O plano x = 0» 



83. Seja Y = R 3 e considere os subconjuntos abaixo 

1 . {( 1 . 2 , 3 ), ( 0 , 1 , 2 ), ( 0 , 0 , 1 )}. 

2. {(1,2,0), (0,1,0), (2, -1,0), (4,3,0)}. 

3. {(2,1,0), (1,-1 , 2 ) , (o, 3, -4)}. 
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4. {(l,l,l), (1,2,3) , (2,— l,l)} 

5« {( 2 , - 3 , 2 ), ( 2 , -4, l), (l , -5 ,7)1 • 

6 . ((3,0, -2), ( 1 » “1 1 “5)3 • 

Então i 

3 

A) Os vetores de 6) formam uma base para R . 

3 

B) Os vetores de 3 ) formam uma base para R • 

3 

C) Os vetores de 2) geram o R . 

3 

D) Os vetores de 4) geram um subespaço de R de di- 
mensão 2. 

E) Todas as respostas acima estão erradas. 



84. Considere as afirmações: 



1. No espaço vetorial das funções reais de uma variú- ^ 
vel real, o subconjunto formado pelas f:R *♦ R ja- 
tais que f(l) => 3 + f( 0 ) e um subespaço vetoriali:|| 

2. No espaço vetorial das funções reais de uma variá- 

vel real o subconjunto das f:R *4 R tais que 
f(x) i 1 0 ura subespaço vetorial. 

3 . No espaço vetorial dos polinomios a coeficientes 
reais o subconjunto dos polinomios cujos coeficien 
tes são números pares constituo um subespaço veto- 



rial . 
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4. No espaço vetorial dos polinómios a coeficientes 
reais o subconjunto dos polinómios da forma 
a Q + a 2 x fc + a^x + a^x + . . . + , n arbi- 

trário* é um subespaço vetorial. 

Então i 

A) l) 0 . 2 ) estão certas. 

B) 2) está certa e 3) errada. 

C) l) está certa e 4) errada. 

D) 2) e 4) estão erradas. 

E) 3) está errada e 4) está certa. . 1 ■ 

I " • i 

Seja V = e considere os subconjuntos: 

1. {(1,2,3), (0,1,2), (0,0, l)j . 

2 . {( 1 , 2 , 0 ), ( 0 , 1 , 0 ), ( 2 , - 1 , 0 ), ( 4 , 3 , 0 )}.' 

3. {(2,1,0), (1,-1, 2), (0,3, -4),) i ' O- '. 

4. { (1,1,1) , (1,2,3) , (2, -1,1)3 • 

5. {(2, -3, 2), (2, -4,1), (1,-5, 7)3 . 

6. {(3, 0,-2), (1,-1, 5)3 • ■'"[ ' 

Então, a dimensão dos espaços gerados por seus 

K . ' 

vetores át 
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86. Uma matriz nXn diz-se diagonal se a. ± ^ = 0 para 

i^j. Mostre que, no espaço vetorial das matrizes nXn ' 
a coeficientes reais, as matrizes diagonais constitui i 
um subespaço vetorial. 



87. Uma matriz nxn e triangular superior se a ij - °' ! 

■ ■ j 

para j < i. Demonstre que, no espaço vetorial das m ^; ; | 
trizes nxn a coeficientes reais, as matrizes trian-‘ 
guiares superior constituem um subespaço vetorial. 



88. Qual a dimensão do espaço vetorial das matrizes nxn 



de coeficientes reais? 
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Qual a dimensão do espaço vetorial das matrizes diag£ 
nais nxn a coeficientes reais? 



Qual a dimensão do espaço vetorial das matrizes trian 
guiares superior com coeficientes em um corpo K? 



Uma matriz nxn é simétrica se = a^, Vi,j,l £ 

á i,j Sn. É anti-simétrica se a^j « -a^, Vi»j»l £ 
s i,j s n. Mostre que as matrizes simétricas nxn 
formam um subespaço vetorial do espaço vetorial das 
matrizes nxn com coeficientes em um corpo K. Mos- 
tre que o mesmo vale para as matrizes anti-simétricas. 
Determine as dimensões destes subespaços. 



As matrizes mxn com coeficientes em um corpo K for 
mam um espaço vetorial? Caso formem, qual é sua dimen 
são? 

• “ I 

Os polinómios (t-l)^, (t-l)^, (t-l) e 1 são linear 
mente independentes no espaço P dos polinómios a coe 



ficientes reais? 



j 4. Se V e o espaço vetorial das funções reais de uma. 

variável real, mostre que os subconjuntos abaixo cons , 
tituem subespaços vetoriais de V: 

q contínua] . 
e derivável] . 

e derivável e f t (l) - 0 ] . 

95 . Seja UjL = (1,3,5) e u 2 = (2,4, -3) vetores do R 3 . 
Determine os valores de K para os quais (2,7 »k) P°“ 
de ser escrito como combinação linear de u 1 e u 2 . 



V 1 = { f : R -> R tal que f 

V 2 = [f;R -* R tal que f 

= {f.sR -> R tal que f 



3 

96 . Mostre que os subconjuntos de R 

tf 1 = 6 R 3 | 2x - 3y + = °1 

¥ 2 = {(x,y,z )'6 R 3 | 3 x + 2 y - 5 Z - »}. 



são subespaços 
um vetor v Ç. 



vetoriais . 



v n v 2 , 






Quais 

0 . 



suas dimensões? Ache 



v 
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Seja V o espaço das funções polinomináis reais de 
grau menor ou igual a 2 , definidas no intervalo [ 0 , 1 ]. 
Considere em V o produto interno 

<f,g> = f f(t)g(t)dt . 

; 0 ✓ 

Seja B* a base ortonormal obtida a partir de 
E = {l,t,t 2 ] pelo processo de Gram Schmidt. A matriz 
de passagem de B 1 para B , I] e 

D 



1 -1/4/3 l/36/3\ 
o 1/2/3 -1/6/J 
0 0 1/6/J 



1 -1/2 



B) o 



0 1 / 6 / 



1 1/2/3 3 / 6 ^ 

t 

D) 0 - 1 / 4/3 

0 0 3/36/Ji 



E) NRA. 



Para cada n, seja P n o espaço vetorial dos polinô 
mios de grau menor ou igual a n. Considere a trans_ 
formação linear TiPg P 03? 

/p(t) € P 2 , T(p(t)) = q ( t ) €.^3 onde 
q» (t) = p(t) e q(o) •» 0 . 



onde 
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A matriz de T em relação a 0 
P' = {l,t,t z ,t 3 ] C P 3 e': 



A) 




0 0 \ 
0 0 
1/2 0 

0 1/3 / 



B) 



{l,t,t 2 ] C P 2 e 

/ 1 ° ° 

0 1/2 0 

0 0 1/3 



1 1 


1/2 


1/3 \ 


/ 1 


1/2 


1/3 \ 


0 


0 


1 

0 


1 0 


1 


0 








D) • • 






0 


0 


0 


0 


0 


1 j 


\ 0 


0 


0 1 


\ 0 


0 


0' 



E) 



^0100 

0 0 l/2 0 

\ 0 0 01/3 



99 . Considere a função f:[R 2 -* E. dada por 

f(x,y) = l 4 x 2 + lly 2 + 4 xy 

2 2 

Existe um operador simétrico T:ÍR tR tal que 
f(x,y) = < Tv , v) onde v = (x,y) . 

A matriz de T é: 



J 
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A) 



14 4 

4 li 



B) 



11 2 
2 14 



C) 



11 

2 




D) 



11 

4 



4 

7 



E) 



14 2 

2 11 



* 2 

)0 . Considere a função f:IR tR dada por 

f(x,y) « l4x 2 + lly 2 + 4xy 

Supondo ||v|| = 1, pela desigualdade de Cauchy pode 
mos afirmar que |f(x,y)| é menor ou igual as 

A) [(l4x + 2y ) 2 + (2x + lly) 2 ] 1 ^ 2 

B) 1 

2 , p 1/2 

c) [(llx + 7y) + (2x + 2y) ] 

D) [(l4x - 2y) 2 + (llx + 2y) 2 ] ^ 

E) NRA. 
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^ 2 

101. Considere a função f:(R -♦ ÍR dada por 

f (x,y) = l4x 2 + lly 2 + 4xy 

Existem dois pontos mutuamente perpendiculares e de 
norma 1 para os quais vale a igualdade na desigualda, 
de correta do item anterior. Um dos pontos, e o valer 
de f no segundo ponto são, respectivamente: 

A) (1,-2) o. 10 B) -jj. (1,1) ■ 3 

C) -pr (2,1) e 10 D) -4=-(l.“l) e 3 

*/S ’ JZ 

e) nra. 



102. Sabe-se de mecânica que um corpo rígido em movimento 

de rotação em torno de um eixo e com vetor de rotação 

w. 

_ I 
w = 



tem momento angular 


L = 


L(w) 


dado 




1 Ixx 


Xxy 


Ixz ^ 




1 W X \ 


L(w) = 


Iyx 


Iyy 


lyz 




w y 




\ Izx 


Izy 


Xzz j 




1 w z / 



onde a matriz 3*3 acima é sime'trica. (Ê chamada de 
tensor de inércia, e sé depende da distribuição de 
massa e da origem do sistema de eixos). 
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Podemos afirmar que: 

A) L e w são sempre perpendiculares. 

B) L e w nunca estão alinhados. 

C) Existem pelo menos três direções mutuamente per- 
pendiculares para as quais L e w estão alinha 
dos . 

D) Se w / 0 então w e L(w) são linearmente in 
dependentes. 

E) NRA. 

)3. Considere a transformação T:DR^ (R J dada por 
(x,y , z) (-llx+2y+2z -4x+z, 6x-y-z) 

Verifique se T é ínversível e assinale a alterna ti^ 

va correta. 

A) T não 4 inversível. 

B) T e inversível e a matriz de T 1 é 

C) T e inversível e a matriz de T ^ é tal que a 
soma de seus coeficientes e 20. 

D) T e inversível e todos os coeficientes da matriz 
de T -1 são diferentes de zero. 

E) T e inversível e a matriz de possue exata- 



10 2 
2 13 

4 18 
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mente dois coeficientes negativos. 

■i 

• * 

104. Seja T:V -» V uma transformação linear, onde V é ■ . l- 
um ospaço complexo com produto interno e considere 
as afirmações abaixo. 

1) Se X £ C e um auto-valor de T então 

V - [v € V, Tv = Xv] e um subespaço vetorial 
X 

de V. 

2) 0 número 0 £ C e auto-vetor de T » T não é in 
versível . 

3) Se dim V = n e T tem n auto-valores distintos 
então T é diagonalizável . 

4) Se T é auto -adjunta e X e auto-vetor de T 

então X € (R. k 

5) Se T é auto-adjunta e v i > v 2 ^ V sao au ' to “ ve ’" 
tores linearmente independentes de T, então 

< v ! 1 v 2 > = °- 

Então: 

A) Todas são falsas. 

B) Todas são verdadeiras. 

C) Quatro são verdadeiras e uma e falsa. 
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D) 


Três 


são 


verdadeiras e 


duas 


são 


falsas 


E) 


Duag 


são 


verdadeiras e 


três 


são 


falsas 



3 3 

105» Seja T:IR -» IR ura operador simétrico cu jos auto-va- 
lores são 3 © 4. 

Sabe-se que (l,2,3) © (2*1,3) são auto -vetores 

associados ao auto-valor 3* 

Podemos afirmar que T(5»5»-5) é 



a) impossível de calcular a partir dos dados. 

B) = (9. 9, -9) . 

C) = (3, 3, -3). 

D) = (3,3,6). 

E ) NRA . 



106 . 



125 62 

Ache a matriz real tal que Âr = (^gg . 92 '* 
(Sugestão: a matriz dada é diagonalizável) . 



A) 

C) 

E) 



5 17 

15 9 

5 15 

6 17 

5 17 

15 -9 



5 3 

B) ( 2 3) 

5 2 

D ) (-6 - 2 > 
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107. Quais das matrizes abaixo sao diagonalizaveis ? 

10 1 '/ 1 5 2 1 / , 2 \ 5 

M = (0 Z ) N = ( /l5 P = ( 0 2^ ' Q = ( 0 3 

a) Todas V- 

B) Nenhuma . j 

C) M, N, P 

d) m, n, q -;: : i 

E) N, P, Q i j: 



108. Seja T:lR n -> (R n um operador simétrico. 

' t 

Assinale a afirmação FALSA. 

v’ 

A) <Tu,v> = < Tv , u) 

B) Sejam v n auto-vetores linearmente de T. 

Seja v 1 um vetor perpendicular a cada v^, 
J=2,...,n. Então v^ é auto-vetor de T. f 

C) Se u e v são auto-vetores de T, linearmente 
independentes e associados a um mesmo auto-vetor, 
então T possui no máximo n-1 auto-valores 
distintos . 

D) Se a matriz de T em relação a qualquer base. é 
diagonal então todos os auto-valores de T são 
iguais . 
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E) a matriz d© T em relação a qualquer base do 
[R n é simétrica. 



Considere o (R 2 com o produto interno (X,Y> » 

S 5x 1 y 1 + x J y z + x^ + x^y z , onde X ■ (x^Xg) e 

y = ( yi .y 2 ). 



Se 


v = ( 


l,l), então 


(▼> A 


A) 


{ ( x i> 


x 2 ) |x 1 - 


X 2 * 


■ 0} 


B) 


1 ( x !< 


|X 2 ) | 3x x 


+ X 2 


i — i 

o 


c) 


í (x x 


* x 2 ) 1 x i 


3 x 2 


= 0} 


D) 


C ( x ! 


,x 2 ) |x 1 + 


X 2 1 


= 0) 


E) 


NRA . 









Seja TsR"^ -* (R^ um operador linear; sábe-se que 

1 2 1 a 3 

t t 0 = 011 » onde 0 é a base canônica do R . 

3-135 V 

Determine T(x,y,z). 

A) T(x,y,z) « (x+2y+z, y+z, -x+3y+5z). 

B) T(x f y,z) = (x-z, 2x+y+3z, x+y+5z) 

C) T(x,y,z) a (x,y,5z) 

D) T(x,y,z) = (x+2y, y-z, x+5y) 




